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¢Qué es la Logica?

Es una ciencia formal que estudia los principios
de los razonamientos correctos



Es posible distinguir los razonamientos correctos de los incorrectos
independientemente de que estemos o no de acuerdo con el
contenido que expresen dichos razonamientos.

4

La Logica es la disciplina que estudia esta distincion determinando las
condiciones bajo las cuales la verdad de ciertas creencias conduce con
certeza a la verdad de alguna otra creencia.
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0JO!

la Logica no garantiza que siempre lleguemos a conclusiones verdaderas
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Definiciones

De razonamiento:

> “Un razonamiento es aquel discurso en el que, sentadas ciertas proposiciones,
se sigue necesariamente de ellas algo distinto de lo previamente establecido”

(Aristoteles)

De l6gica (mas recientes):

> “Laldgica es el estudio de los razonamientos validos o correctos” (Manzano,
Huertas)

> “Formal Logic is a formal version of human deductive logic. It provides a formal
language with an unambiguous syntax and a precise meaning, and it provides rules for
manipulating expressions in a way that respects this meaning” (Standford Logic

Group)
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¢Que hace que un razonamiento convenza?

Factores:

= Factores externos: creencias previas de la audiencia, interés del tema,
personalidad, etc.

= Factores internos: la estructura del razonamiento, su forma logica

Para probar la verdad de una conclusion se necesita:

= (factor externo) que el punto de partida (las premisas) sea cierto

" p.ej. que describa correctamente los sintomas al médico

= (factor interno) que el camino de las premisas a la conclusién no contenga errores (es el
trabajo del l6gico)

= p.ej. que el médico me de un diagndstico
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Problemas con el lenguaje natural

Hablando de queso Emmental:

cuanto mds queso, mds agujeros
cuantos mds agujeros, menos queso

por tanto, cuanto mas queso, menos queso

La conclusion es incorrecta. ¢Qué ha fallado?
O las premisas?
O la deduccidn?
O otra cosa?

= Hay ambigledad en la semantica de las premisas
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Analizamos un razonamiento

Si Picasso nacio en Mdlaga, entonces no es cierto que naciera en Francia.
Picasso no nacio en Francia.

Por tanto, Picasso nacio en Malaga.

JEl razonamiento puede convencer, pero posiblemente porque
tanto premisas como conclusion se sabe que son verdaderas.

Sin embargo, su validez formal es cuestionable
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y otro similar

Si Goya nacio en Cuba, entonces no es cierto que naciera en Canada.
Goya no nacio en Canada.

Por tanto, Goya nacio en Cuba.

(Se aprecia con mas claridad que el razonamiento no es
correcto

(JPremisas verdaderas y conclusion falsa: la forma del
argumento es erronea.
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Forma y contenido

Si Picasso nacid en Mdlaga, entonces no es cierto que naciera en Francia. Picasso no
nacio en Francia.

Si Goya nacio en Cuba, entonces no es cierto que naciera en Canadd. Goya no nacio en
Canadd. Por tanto, Goya nacio en Cuba.

¢Qué tienen en comun ambos razonamientos?: La forma

Si X nacié en Y entonces no es cierto que naciera en Z. X no nacio
en Z. Por tanto, X nacio en Y.

Si <oracion1> entonces no es cierto que <oracion2>. No
<oracion2>. Por tanto, <oracion1>.

Si p entonces no g. No q. Por tanto, p.

dip>-q9,-q] E p
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Otro razonamiento a analizar

Todos los perros son mamiferos
Todos los mamiferos son seres racionales

Por tanto, todos los perros son seres racionales

o Podriamos discrepar de |la veracidad de estas
afirmaciones, pero estariamos de acuerdo en que el
proceso de razonamiento es consistente

0 La forma de este razonamiento es correcta
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V UNO Mas

All borogoves are slithy toves
All slithy toves are mimsy
Therefore, all borogoves are mimsy

(JTodos los Xson Y
Todos los Yson Z

forma del razonamiento
Por tanto, todos los X son Z

(JEste razonamiento es valido aunque no entendamos nada de
su significado =@ Independiente del contenido
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Validez formal

(dLa Logica es el estudio del razonamiento, formalizado
mediante la relacion de consecuencia logica

=

dMultiples razonamientos comparten una misma forma
difiriendo unicamente en su contenido

JFormalizar un razonamiento: generalizar y sobre todo hacer
explicitos los elementos de los que depende su validez y
apartar aquellos otros que le dan contenido

JPropiedad central de una forma argumental valida: conclusion
necesariamente cierta si las premisas lo son.
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Validez formal 2

dPodemos estar de acuerdo con el camino que sigue un razonamiento aunque
discrepemos de sus puntos de partida y de llegada.

UEs decir, es posible distinguir los razonamientos validos de los invalidos
independientemente de que estemos o no de acuerdo con el contenido que expresen
dichos razonamientos.

Dicho de forma muy simple, la légica es la disciplina que estudia esta distincion
determinando las condiciones bajo las cuales |la verdad de ciertas creencias
conduce con certeza a la verdad de alguna otra creencia.

ULa légica estudia, pues, los principios de los razonamientos correctos.

La légica no garantiza que siempre lleguemos a conclusiones verdaderas, ya que
algunas veces las creencias de las que partimos son erroneas.

U(como suponer que todos los mamiferos son seres racionales).

Lo que si garantiza la légica es que siguiendo los principios de los razonamientos
correctos, no surjan otros errores aparte de los derivados de la posible falsedad de
los conocimientos que sustancian nuestros razonamientos.
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¢Que vamos a estudiar en Logica?

Elementos necesarios para estudiar la relacién de consecuencia ( F ):
Distincién entre forma y contenido en los razonamientos en lenguaje natural

dDefinicidon de un lenguaje en el que expresar de forma precisa la informacién y
los razonamientos (lenguaje formal)

JEstablecer la traduccién entre las expresiones naturales y los simbolos formales
(formalizacion)

Definicidn precisa del significado de dicho simbolismo (semdntica formal)

Definicion precisa de = dentro del lenguaje formal

(dDesarrollo de métodos semanticos de prueba que determinen si una conclusiéon
concreta puede obtenerse realmente a partir de las premisas dadas

(Creacion de un célculo deductivo con el que derivar todas las conclusiones que
pueden obtenerse a partir de unas premisas dadas

dConocimiento de las propiedades del calculo deductivo asi construido, en
particular de su validez, consistencia y completud
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Ejercicios

Formalizar (de diversas formas) y razonar (de diversos modos) la validez o invalidez
de los siguientes argumentos:

1.Siempre que canto, llueve. Hoy no cantaré. Luego hoy no llovera. Invadlida
2.Llegaré pronto si cojo un taxi. Llegué tarde. Luego no cogi un taxi. Valida

3.Basta con pulsar para avisar. Hay un aviso. Luego se ha pulsado. Invalida

4.Es necesario dormir para roncar. Oigo ronquidos. Luego alguien duerme. Vilida
5.Bebo vino o cerveza. No bebo vino. Luego bebo cerveza. Valida

6.Llego en tren o en autobus. Llego en tren. Luego no llego en autobdus. Invélida
7.Hay una persona rica e inteligente. Juan es inteligente. Luego Juan es rico. |nvilida

8.Todos los metales son conductores. Todos los conductores calculan distancias. Vilida
Todos los metales calculan distancias.
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Asignatura
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Bloque 1

Logica Proposicional

\ 4

Bloque 2

Légica de Primer Orden




Temas LP

d Bloque | Representacion

Tema 1 Tema 2 ]

I Lenguajes proposicionales: sintaxis y Semantica formal: Funciones de |
I uso en la formalizacion de argumentos verdad, tautologicidad, consecuencia

l6gica |

l | ] | ] | ] | ] | ] | ] | | ] | ] | ] | | ] | ] | ] J

Razonamiento

Razonamiento semantico: definicion Calculo de deduccion natural I

I de modelos y contra-modelos proposicional I

l | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] J

Computacion

Tema 5 Tema 6 [
Forma clausular Calculo de resolucion proposicional

___________________________J

Ju NN S
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Problemas con el lenguaje natural

(Normalmente nos expresamos con un lenguaje natural que nos resulta
cercano, intuitivo y sencillo.

Sin embargo, una oracién puede ser defectuosa a 3 niveles:
Sintactico: A este oracion les fallar varias cosa
dSemantico: Aristoteles es impar
dPragmatico: ¢ Me da un libro sobre como hacer amigos, carahuevo?

JAsi que, hay 3 niveles de analisis de un lenguaje:
Sintactico: Centrado en la estructura formal de las oraciones
dSemantico: Centrado en las condiciones de verdad de las oraciones
Pragmatico: Centrado en los efectos del contexto sobre las oraciones

(JEn logica, sdlo nos va a interesar la sintaxis y la semantica. Dentro de la
semantica, solo nos interesa la parte formal, i.e. el modo en que la

disposicion de los elementos afecta a los valores de verdad:
Sdlo David ama a Bea # David ama solo a Bea
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Lenguajes naturales vs. lenguajes formales

dPor tanto, vamos a utilizar un lenguaje artificial que evite los problemas
anteriores a nivel sintactico y semantico relacionados con la parte
estructural de las oraciones.

JEs decir, en el contexto de la légica formal se exige algo que sea:
sintacticamente preciso y no ambiguo

con un significado (semdntica) univoco, y no que una palabra pueda significar
cosas distintas segun algun tipo de contexto

cuya definicién sea muy compacta (aprovechando que tiene un dmbito muy
delimitado: los hechos [6gicos)
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Definiendo un lenguaje

Todo lenguaje necesita:

dUn alfabeto, i.e. un conjunto de elementos primitivos desde los que
construir las expresiones del lenguaje

el alfabeto latino no es el mismo que el ruso

Un conjunto de reglas de combinacion de los elementos primitivos que
determinen qué secuencias de esos elementos definen expresiones
correctas del lenguaje

el inglés y el espafiol comparten alfabeto pero no admiten las mismas
combinaciones
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Lenguaje proposicional: Proposiciones

Las proposiciones son los elementos primitivos que utiliza un lenguaje
proposicional para representar razonamientos

Las proposiciones representan hechos légicos, es decir, enunciados por
los que tiene sentido preguntarse si son verdaderos o falsos.

JEjemplos:
Jd1=0 Sl
JdManana lloverd Sl
JHaz los ejercicios de l6gica NO
JAlex hace los ejercicios de I6gica S|

déVas hoy al cine? NO
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Lenguaje proposicional: Proposiciones

Los enunciados mas sencillos son los que no dependen de otros:
dllueve
ANadal gand el US Open 2013

Los simbolos de proposicidon representan este tipo de hechos:
Jp puede representar “llueve”
(dq puede representar “Nadal gand el US Open 2013”

(dPara enunciados mdas complejos necesitamos otros simbolos que representen
la relacion entre los mas sencillos que los componen:

d/lueve o nieva

si p representa “llueve” y r representa “nieva”, necesitamos poder representar la
disyuncion “p o r”
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Lenguaje proposicional: Sintaxis

(L, LP) Lenguaje proposicional (de orden cero, de enunciados): lenguaje
formal que consta de un alfabeto y de reglas de formacion de formulas

JAlfabeto de un lenguaje proposicional:

dsimbolos de proposicién: p, q, r... p1, p2...

Cconectivas logicas: = (negacién), V (disyuncidn), A (conjuncién), =

(implicacién, condicional), €= (doble implicacién, bicondicional)

dsimbolos auxiliares: (, )

(JReglas de formacion de formulas: Determinan cuales de todas las posibles

secuencias (finitas) de simbolos de un alfabeto se consideran formulas
correctas (formulas bien formadas)

26 de 184



Lenguaje proposicional: Sintaxis

____________________________________________________________________________________________________________________

Formula bien formada (FBF):

1Si A es un simbolo de proposicion, A es una FBF (formula atomica, dtomo)
. [Si A es una FBF, -A es una FBF
- 1Si Ay B son FBFs:

(AAB) (AvB) (A->B) (A< B)
son FBFs

____________________________________________________________________________________________________________________

Por ejemplo, dado el conjunto de simbolos de proposicion {p, q, r}:
dp, gy rson FBF
d-p, -qy -r son FBF
d(-pAq), (rvp), (-g=>-r), (p > -p), .. son FBF
d(-p A(rvp)), ((-qg=>-r)Vp),(-g->(p €>-p)), .. son FBF
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Lenguaje proposicional: Sintaxis

dLos simbolos Ay B utilizados en la definicion de FBF no son proposiciones sino
metavariables

representan formulas cualesquiera del lenguaje

dnos permiten razonar sobre conjuntos (infinitos) de férmulas que comparten una
misma forma ldgica

por ejemplo: (A A =A) representa a
J (p A _'p)r (q A _'q)r (r A _'r)l
Q{(p>a)A-(p=>4a)), ((rvVs)A=(rvs)), ..

QpVv@=>r)A=(pVia->r), ((p<>(@ATr)A=(p > (qAr)), ..
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Lenguaje proposicional: Sintaxis
Uso de los paréntesis

(JEI uso excesivo de paréntesis puede complicar o hacer farragosa la lectura de

una formula:
(((aa(=pV(ga=r))=>p)all(-=ra-q) > p)V(qarp))

(dSe pueden hacer algunas simplificaciones:
Upueden eliminarse siempre los paréntesis mas externos a una féormula
(-pV(gA-r) =-pV(gA-r), (=(p>aq)Vr) =-=(p>q)Vr

pueden eliminarse siempre los paréntesis internos no precedidos de negacion en
secuencias compuestas totalmente por conjunciones o totalmente por disyunciones

(pAfanr)) =pAalaar)=pagnar
pero pA=(qAr) E pAr-garll

(kpva)vr)=(-pva)vr=-pvavr
pero -(pvqg)vrE -pvgvrl!l

(= se entiende como “es equivalente a”)
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Lenguaje proposicional: Sintaxis
Uso de un orden de precedencia entre las conectivas

d permite simplificar aun mas la escritura de férmulas, eliminando mas
paréntesis:

- mayor precedencia que Ay V

Ay V mayor precedencia que 2y &
Up > (-qAT) = P>-qAr
d(qVp)>(-aAr) = qVp-=>-qAr

duna secuencia de férmulas compuesta por conectivas del mismo nivel de
precedencia se agrupa por la derecha

pA(QVr)
p—>(q—>(r—>5s))
qA(-pVI(gA-r))

O pAQVr
O p>9g—>r—>s
O gA-pVqA-r
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Lenguaje proposicional: Sintaxis

JAcabamos de ver que

dp 2> -qAr es lo mismo que (p > (=g AT))
dpAgVr es lo mismo que (pA(qVr))
dp>qg->r->s es lo mismo que (p = (g=>(r=>5s)))

dgA-pVgA-r->p es lo mismo que ((gA(-pV(gA-r))) = p)

(JEn los ejemplos anteriores los paréntesis no son necesarios, pero si queremos
dar otro “significado” a las férmulas entonces si lo son:

dp 2> -qAr entendida como (p>-q)Ar
dpAqVr entendida como (pAQ)VT
dp>qg->r->s entendida como (p>q)=>(r—>5s)

dgA-pVgA-r->p entendida como gA(-pVg)A(-r->p)

w=Sj no se tiene claro si poner o no paréntesis, mejor ponerlos!!!!
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Ejercicios: écuales son formulas?

Identifica cuales de las siguientes expresiones son formulas teniendo en
cuenta las simplificaciones descritas sobre el uso de los paréntesis y el orden
de precedencia de las conectivas:

1. (-(p—>-0q) NO
2. (p—>0q)v-p—q) NO
3. ([@—=>(rv=-s))—>(--pAaq))c>-r S|
4. ~(s>(pra-)) NO
5. =(p = (=g = =(r >(-5s > 1)) S|
6.~ p S|
7. ((qv(r—>(-p<q))<(g—>(-rvip<-q))) NO
8. (((rFavr)—>=-(p>q))<>-(qg—>r))Vvlpar-ad)va) S|

9. =(p—-q) > -r) >-s) > t)))) NO
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Formulas proposicionales: Estructura

(JCada féormula se construye de una Unica forma a partir de los simbolos de
proposicion y las conectivas

La dltima conectiva introducida serd la conectiva dominante (o principal) de
la formula

JEs importante distinguirla porque determina la estructura légica de la
formula y es a la que habra que atender para establecer el valor de verdad de
la formula

p<<>(r—s) >
~(p—>(qVvr)) -
~pV(pA(p—p) v
~((pAg)A-=(pAq)) primer -
((p—>a)Ap)—>a)Ap segundo A

(FpAq)—>r)v=(pVva) %
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Ejercicios: conectiva dominante

Identifica la conectiva dominante en las siguientes formulas:

1.-(p — —q) 1. primer -
2.(p >q) v (-p—q) 2.V

3.((g > (rv=s)) > (-~pAQq)) <> -r 3. &
4.-(s— (pAq)) 4, -

5.(p = (- = =(r =>(-s > 1)))) 5. primer -
6.~ mmmm s P 6. primer -
7.(-q Vv (r = (-p <> q)) <> q) = (-r v (p <> -q)) 7. segundo -
8.(((ravr)—>=(p<q))<>-(g—>r))VvilpAr=-q)Vva) 8. segundo V
9.-((((p = -q) = -r) =>-s) > t) 9. primer -
10.(((p v av=r) = (g A-p) A(pVv-s) > (-pArgAr) 10. segundo =
11.(pAq) Vv ((=pA(r—>p))Vva) 11. primer V
12.(((p > (v =r)) = (-q vs)) «> (s «<>-p)) v (p A Q) 12. tercer v
1B.(pvav-r)alpv-gv-r)a(-pvaqvr) 13. cualquier A

14 (0 AQ)V (=P A Q) V (p A=G) V (=P A Q) 14. cualquier v
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Formalizacion de enunciados

] Objetivo general: Representar en un lenguaje formal la forma
logica de una argumentacion

J Recuerda: formalizamos oraciones declarativas, que afirman o
niegan algo
] Para lenguajes proposicionales eso significa:

oldentificar las proposiciones y unificar las diferencias linglisticas cuando
el significado es el mismo

oDeterminar las relaciones ldgicas entre proposiciones (mediante
conectivas)
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Como formalizar el lenguaje natural: proposiciones

[ Con frecuencia hay que considerar equivalentes oraciones con
distintos tiempos verbales:

O Alex canta = Alex cantara = Alex cantaria
O Alex copia a Jorge = Jorge es copiado por Alex

J A veces hay que desechar ciertos elementos irrelevantes:

O Javier discute acaloradamente. Si Javier discute, le sube la tensidon
O p = Javier discute, g = a Javier le sube la tension
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Como formalizar el lenguaje natural: proposiciones

J Hay que fijarse en qué palabras se refieren al mismo objeto,
como los pronombres:

O Picasso nacio en Malaga. Si él nacid alli, no lo hizo en Salamanca

O p = Picasso nacié en Malaga, q = Picasso nacio en Salamanca

J Hay que fijarse en sindnimos y anténimos:
O David es inocente. Si no es culpable, debe ser absuelto

O Solo necesitamos 2 proposiciones:
* p = David es inocente = David no es culpable,
e ¢ = David debe ser absuelto
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Algunas formalizaciones sencillas

Alex canta = p, David baila =q, Javier da palmas=r

(J Alex canta o David baila o Javier da palmas
(d Alex canta y David baila y Javier da palmas
(J Alex canta, o David baila y Javier da palmas
(1 Alex canta o David baila, y Javier da palmas
1 Si Alex canta, David baila

(1 Si Alex canta y David baila, Javier da palmas
J Alex canta vy, si David baila, Javier da palmas
(J Alex canta si y sélo si David baila

(d Alex no canta si y sélo si Javier no da palmas

1 Si Alex canta, entonces David baila si Javier no da palmas

J Alex canta, si y solo si, David no baila si Javier da palmas
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quVr
PAQAT
pVI(gATr)
(PVa)AT

(PAQ) >
pA(g—>r)

—p &2 -r

p—>(-r->aq)
p <> (r->-q)
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Como formalizar el lenguaje natural: relaciones logicas

Expresiones equivalentes a 'Y

 Alex habla Y David duerme

d Alex habla, PERO David duerme

d Alex habla, AUNQUE David duerme

J Alex habla, SIN EMBARGO, David duerme
d Alex habla, David duerme

(d A PESAR DE QUE Alex habla, David duerme

pAQ
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Como formalizar el lenguaje natural: relaciones logicas

Expresiones equivalentes a O

( Alex habla O David duerme

d Alex habla Y/O David duerme

d Alex habla, O BIEN David duerme

1 Alex habla, A MENOS QUE David duerma
d Alex habla, A NO SER QUE David duerma

pVq
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Como formalizar el lenguaje natural: relaciones logicas

Expresiones equivalentes a NO

1 Alex NO habla

(d NO ES EL CASO QUE Alex hable
(1 NO ES CIERTO QUE Alex hable
d Alex NUNCA habla

42 de 184

26



Como formalizar el lenguaje natural: relaciones logicas

Expresiones equivalentes a SI'Y SOLO SI

3 Alex habla SI'Y SOLO SI David duerme
d Que Alex hable ES NECESARIO Y SUFICIENTE PARA que David duerma
d Que Alex hable EQUIVALE A que David duerma

p<>q
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Como formalizar el lenguaje natural: relaciones logicas

Expresiones equivalentes a Sl ... (ENTONCES)

d

U O 0O 0O 0O O
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SI Alex habla, (ENTONCES) David duerme

CUANDO Alex habla, David duerme

David duerme, SIEMPRE QUE Alex habla

BASTA que Alex hable PARA que David duerma

Que Alex hable ES SUFICIENTE PARA gque David duerma
ES NECESARIO que David duerma PARA que Alex hable
David no duerme A MENOS QUE Alex hable

P—>d
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Como formalizar el lenguaje natural

Necesario / Suficiente

Compara dos asignaturas:
(d A1l: Es suficiente sacar un 9 (p) para tener MH (q)
d A2: Es necesario sacar un 9 (p) para tener MH (q)

Suponiendo que sueles sacar 9, écual te da mas facilidades para tener MH?

d En Al, si sacas un 9 tienes MH; pero en A2 sacar un 9 no implica tener
MH (puede que haya requisitos adicionales)

P—=>(

d En A2 sinosacas un 9, no tienes MH. Por tanto, si tienes MH en A2 es
porgue has sacadoun 9

q-=>p
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Como formalizar el lenguaje natural

Necesario / Suficiente

Por tanto, si nos encontramos una estructura de frase:

A A es suficienteparaB mmp A -5 B

d AesnecesarioparaB mmmmp B> A
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Como formalizar el lenguaje natural

Caso peculiar: SOLO S|

(J Me mareo si voy en coche

Que vaya en coche es condicidn suficiente para que me maree (aunque
podria marearme también por otras razones)

P = me mareo, q = voy en coche q—=>p

(d Me mareo sélo si voy en coche

Que vaya en coche es condicidon necesaria para que me maree (si no voy
en coche no me mareo)

P = me mareo, g = voy en coche P—>Q

d “Si” marca el antecedente de la implicacion: SiF, G=F - G

1 “Sdlo si” marca el consecuente de la implicacion: Sélosi F, G = G
- F
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Como formalizar el lenguaje natural

Caso peculiar: Imperativo +vy

Dadme un punto de apoyo y levantaré el mundo

[ Opcidn 1: desechar el imperativo

p = levantar el mundo P
ése limita Arquimedes a afirmar que va a levantar el mundo?

o, .’

d Opciodn 2: considerar la “y” una conjuncién

p = dar un punto de apoyo, g = levantar el mundo pAQ
éafirma entonces Arquimedes que le damos un punto de apoyo?

J Opcidn 3: Arquimedes establece una condicién. Sl le damos un punto de
apoyo, él levantara el mundo correctal

p = dar un punto de apoyo, g = levantar el mundo
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Como formalizar el lenguaje natural

Caso peculiar: Imperativo + o

1) Dame un vaso de agua o me muero
2) Dame un vaso de agua o una gaseosa

ctienen la misma forma logica?

(d 1) establece una condicién que, en caso de no cumplirse, provoca una
consecuencia

p = me das un vaso de agua, g = me muero -p =g

[ 2) es una disyuncién de dos imperativos y no se puede formalizar
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Formalizacion

~F

FAG

FVG

F>G

F& G

“no F”, “no es cierto que F”, “no es verdad que F”, “no es el caso que F”,
“nunca F”, “jamas F”

“Fy G”, “F pero G”, “F, sin embargo G”, “F, aunque G”, “F, ademas de G”, “A
pesar de F, G”

“Fo G”, “Fy/o G”, “F o bien G”, “F a no ser que G”, “F a menos que G”, “F
excepto G”

“si F entonces G”, “si F, G”, “ cuando F, G”, “G si F”, “G siempre que F”, “F s6lo
si G” “sdlo F si G”, “no F a menos que G”, “F es (condicion) suficiente para G”,
” U«

“G es (condicidn) necesaria para F”, “F s6lo y Unicamente si G
de F”, “la causa de F es G”

n

. “G es |la causa

“F si y solo si G”, “F es necesario y suficiente para G”, “F equivale a G”, “F sdlo
y siempre que G”
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Como formalizar el lenguaje natural

Ultimos consejos:

Lo fundamental en los casos que plantean “dudas razonables”
es aplicar el sentido comun y mantener un criterio homogéneo.

(JHay que tener mucho cuidado en no afiadir nada que no venga
realmente dado en la oracion.

dLla légica proposicional no permite muchas florituras: lo
fundamental es mantener la forma logica con las conectivas vy
evitar ambigledades.

dLa formalizacién tiene un poco de arte y, como tal, requiere
(mucha) practica.
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Formalizacion: un ejemplo

Si te tiras de un avion .............. te matas a menos que lleves paracaidas

P q

Formalizaciones correctas y equivalentes:

v'0 te pones un paracaidas o te matas qVvp
v'como no te pongas un paracaidas, te matas -q—2>p
v'si no te has matado, es que llevabas paracaidas -p—>q

(mas adelante veremos que estas tres formulas son légicamente equivalentes)

Formalizaciones incorrectas:

Xp = -q si resulta que te has matado, inecesariamente tiene que ser
porgue no llevabas paracaidas?

Xq-=>-p si llevas paracaidas, épuedo asegurar que no te vas a matar?
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Formalizacion de enunciados 1

Cuando el ventero esta en la puerta, el diablo esta en la venta;
pero aunque no esté en la puerta, el diablo sigue estando en |a

venta.

p = el ventero esta en la puerta
q = el diablo esta en la venta

(b —>a)A(-p—aq)
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Formalizacion de enunciados 2

Supongamos que vamos a hablar de una figura que soélo puede
ser cuadrada o triangular, pequena o grande, y roja o azul.

p = es pequeia g = es cuadrada r =esroja
s =es grande t = es triangular u = es azul

Interpretaremos las expresiones del tipo ‘X es un cuadrado
azul’ como ‘X esuncuadrado’ y ‘Xesazul.
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Formalizacion de enunciados 2 (cont.)

Si es grande, también es azul; es un triangulo azul o es roja y
pequena; si es roja, no es un cuadrado pequeno; si es
triangulo, es rojo y pequeno.

p = es pequeia g = es cuadrada r =esroja
s =es grande t = es triangular u = es azul

(s—>u); (tAau)virap); r=>-(aap); t=>(rAp)

Podemos sustituir los “;” por conjunciones y obtener asi una sola formula compleja:

(s=>ulA(tAau)vrap) Alr—=>-(qgap))Alt—>(rAp))
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Formalizacion de enunciados 2 (cont.)

p = es pequena q = es cuadrada r=es roja
s =es grande t = es triangular u=es azul

m Si es un cuadrado pequeno, es rojo; ni es un cuadrado grande ni es un
cuadrado rojo; es un triangulo soélo si es rojo.

(aap—=>r)A(=(gas)Aa-(gAar)Alt—r)

m No es un cuadrado grande; no es un triangulo azul; es roja si y sélo si es
pequena
~(gAS)A=(tAU)A(r<p)

m Si es un cuadrado o es roja, es grande; es grande si y solo si es azul; sélo es un
cuadrado si es roja

((gvr)—>s)A(s<>u)A(g—or)
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Formalizacion de argumentos 3

Aprobaré logica, si Dios quiere. Aprobaré logica si y solo si estudio y
hago todos los ejercicios. Sin embargo, no he hecho los ejercicios.
Por tanto, Dios no quiere que apruebe logica.

p = apruebo logica q = Dios quiere que apruebe
r = estudio s = hago los ejercicios

Este texto es un razonamiento. ¢ Como marcar que la conclusion
comienza después de ese “por tanto”?

Con el simbolo « «

(o p)A(p<>rAs)A—sS

‘. Q
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Formalizacion de argumentos 4

Si la senora White lo hizo, tuvo que ser con la llave inglesa o con
la cuerda. Pero uso la cuerda si y solo si el asesinato se cometio
en el vestibulo. El asesinato se cometio en la cocina. Por lo
tanto, si la senora White lo hizo, fue con la llave inglesa.

p = White lo hizo s = asesinato en el vestibulo

g = White lo hizo con la llave inglesa t = asesinato en la cocina

r = White lo hizo con la cuerda

(b > gVvr)A(res)at
S p—q
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Formalizacion de argumentos 5

Una condicion necesaria para que la humanidad sea libre es que
los seres humanos no estén ligados a una esencia. Si Dios creo a
los humanos, entonces estamos ligados a una esencia.
Claramente, los humanos somos libres. Por tanto, Dios no creo a
los humanos.

p =los humanos son libres
g = los humanos estan ligados a una esencia
r = Dios cred a los humanos

(p—=>-a)A(r—=>q)Ap
Lor
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Formalizacion de argumentos 6

No hay vida en Marte a menos que haya oxigeno alli, y no hay
oxigeno alli a menos que haya alli alguna planta, y no hay
plantas alli a menos que haya agua. Por tanto, si hay vida en
Marte, alli hay agua.

p = hay vida en Marte g = hay oxigeno en Marte
r = hay plantas en Marte s = hay agua en Marte

(~pva)Aa(-gvr)A(-rvs)
Co(p—s)

(-q = -p) A (=r =>-q) A (-5 — -r)

Formalizaciones S (p—s)
equivalentes:
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Temas LP

d Bloque | Representacion

Tema 1 Tema 2 [
I Lenguajes proposicionales: sintaxis y Semantica formal: Funciones de |

I uso en la formalizacion de argumentos verdad, tautologicidad, consecuencia
l6gica [
l | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | J

Razonamiento
I Tema 3 Tema 4

Razonamiento semantico: definicion Calculo de deduccion natural I
I de modelos y contra-modelos proposicional I
l | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | J

Computacion

Tema 5 Tema 6 [
Forma clausular Calculo de resolucién proposicional

___________________________J

J NN S
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iQué es la semantica?

JEstudia el significado de los simbolos, por lo que se
introduce el concepto de interpretacion (conjunto de reglas
precisas que permiten asignar objetos de un dominio a
ciertas expresiones de un lenguaje formal).

JAsigna un significado a las construcciones sintacticas.
Junto con la sintactica ayuda a definir un sistema formal.
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iQué es la semantica?

Sin  significado todas las formulas proposicionales son
sintacticamente diferentes unas de otras, excepto si son la misma
cadena de simbolos.

dLla introduccién de la semdntica a las férmulas proposicionales
consiste en reducir todas las situaciones posibles a dos: cierto o
verdadero y falso.

JAparece entonces una relacidon de equivalencia entre férmulas que
permiten identificar formulas equivalentes.
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Introduccion a la semantica proposicional

dProposicion: Una condicidon/afirmacion posible del mundo sobre el que
gueremos decir algo

dUna proposicion puede ser Verdadera o Falsa (valor de verdad)

dProposiciones simples:

Usu valor de verdad no depende de otra proposicion

JFBF proposicionales compuestas:

Usu valor de verdad depende del que tengan las proposiciones simples que la
definany

del significado de las conectivas

66 de 184



Interpretacion de FBFs proposicionales

Interpretacion:

Interpretar una formula significa asignarle un valor de verdad

Esto se hace mediante una funcion de interpretacion (i) (también llamada
valoracién o interpretacién), que es un dispositivo formal para asignar un
valor de verdad a todas y cada una de las FBFs de un lenguaje proposicional

LP es un lenguaje proposicional{ i: FBF , = {V,F} }

Se comienza asignando V o F a las proposiciones del lenguaje, y a partir de
ahi, se determina si la formula del lenguaje es V o F considerando el
significado de las conectivas (que es fijo)

Por tanto, el nimero de interpretaciones (0 modos de interpretar) de una
férmula con N proposiciones es 2N
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Significado de las conectivas

Un lider politico hace las siguientes afirmaciones:

1. “No subiré el impuesto de la renta”

2. “Bajaré el IVA del tabaco y el alcohol”

3. “Aprobaré el cheque bebé o una rebaja en las guarderias”
4

“Pararemos las obras del AVE si y solo si el Parlamento lo aprueba”

¢ Cuando podremos decir que ha mentido?

(dCuando observemos que si ha subido el impuesto de la renta

(dCuando alguna de las dos promesas no se cumpla

dCuando ninguna de las dos promesas se cumple

dCuando una de las dos afirmaciones se cumpla y la otra no
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Significado de las conectivas

III

Otra promesa del mismo politico: “Si sube la vivienda, bajaré el IB
Consideremos 4 situaciones:

1. Sube la vivienday baja el IBI

2. Nosube la vivienda, pero baja el IBI
3. Sube lavivienday no baja el IBI
4

No sube la vivienda ni baja el IBI

¢ Cuando podremos decir que ha mentido? Solamente en la 3

dLa promesa es un condicional que dice qué acciones se tomaran si se cumple el
antecedente

(dPero no dice nada acerca de lo que se hara cuando el antecedente no se
cumple

Sdlo resulta ser falso cuando el antecedente es verdadero y el consecuente
falso
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Interpretacion de FBFs proposicionales

/EISignificado de las conectivas:

Qi(-A) = Vsii i(A) = F;
Qi(A AB) = Vsiii(A) =V yi(B) = V:
Qi(A vB) = Vsiii(A) =V 0i(B) = V:
Qi(A >B) = Vsiii(A) =F 0i(B) = V;

Qi(A ©B) = Vsiii(A) = i(B);

-

i(~A) = F sii i(A) = V

i(A AB) = Fsiii(A) =F 0i(B)=F
i(A VB) = Fsiii(A) =F yi(B) = F
i(A >B) = Fsiii(A) = V y i(B) = F
i(A &B) = Fsii i(A) # i(B);

siendo Ay B FBFs de un lenguaje proposicional

~

/

Representacion con tabla de verdad:

Las Tablas de verdad muestran todos los posibles valores de verdad que una férmula proposicional

puede tomar.

i(A)

i(B)
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Valores y funciones de verdad

(d Simbolos de la ldgica proposicional semantica.
* Constantes proposicionales: conectivas o conectores.
O Negador.

= Se representa por el simbolo -.
n” = o" n «u

=  Produce férmulas del tipo “=p” = “no es cierto que p”, “no es p”, .....
= El negador es la conectiva que invierte el valor de verdad de una proposicion.

=  Sutabla de verdad es: HH
F

\Y
F VvV

0 Conjuntor.
= Se representa por el simbolo A.

=  Produce férmulas del tipo “pAq” = “py q”.
= E|l conjuntor es la conectiva que da lugar a formulas complejas que son verdaderas

solamente cuando son verdaderas las dos proposiciones que las componen.

= Sutabla de verdad es:
plapra

< < T T
< m < T
< M M



Valores y funciones de verdad

(J Simbolos de

la I6gica proposicional semantica.

* Constantes proposicionales: conectivas o conectores.

O Disyuntor.

Se representa por el simbolo V.
Produce formulas del tipo “pVq poq”.
El disyuntor da lugar a formulas complejas que son verdaderas cuando una de las

proposiciones que las componen es verdadera. Hn
Su tabla de verdad es:

V— 4

=lEl F
FV V
.. . ) V F V
0 Condicional o implicador
VV V
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Se representa por el simbolo -.

Produce formulas del tipo “p = g” = “si p entonces q”, “cuando p entonces q".

El implicador es una concectiva que da lugar a formulas complejas que son verdaderas
en todos los casos menos cuando siendo verdadero el antecedente, es falso el

cosecuente. HH
FF Vv

Su tabla de verdad es:

F V Vv

S
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Valores y funciones de verdad

O Simbolos de la légica proposicional semantica.

* Constantes proposicionales: conectivas o conectores.

O Bicondicional o coimplicador
= Se representa por el simbolo <.
®" Produce férmulas del tipo “p <> g” = “p coimplica a q”, “si y solo si p entonces q”,
"Unicamente si p entonces q”.
= El coimplicador es una concectiva que da lugar a fdrmulas complejas que son verdaderas
cuando coinciden los valores de verdad de las proposiciones que las componen.
= Sutabla de verdad es:

bl al pOa_

FF Vv
FV F
VF F
VvV oV



Asignacion de significado a una formula

Vamos a asignar un valor de verdad a la formula siguiente para la
interpretacioni(p) =i(q)=Vyi(r)=F

pA-qV -r) & (-(pva) 2 1)

F Vv Vv Vv

o i(-qV-r)=V,portantoi(p A(-qV -r))=V
o i(-(pVvaq))=F portantoi(-(pVvqg)>r)=V
a i(pA(qV-r)&(=(pVa)>r)=V

(irecuerda la precedencia de operadores y la conectiva principal!)
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Tabla de verdad de una formula

(Tabla de verdad de la formula

pvV-qg->p

ST v | pvae

\%

\%

F

F

\%

F

\%

F

\% \%
\% \%
F \%
\% F

Las dos primeras columnas representan todas las situaciones posibles en las
gue se pueden encontrar las proposiciones que componen la formula, es
decir, todas las posibles interpretaciones de la formula.

dQue la formula sea verdadera en todas, algunas o ninguna de ellas, la clasifica
automaticamente, como veremos a continuacion.

d(Siempre termina en un numero finito de pasos: truth table generator)
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La paradoja del mentiroso (divulgacion)

https://en.wikipedia.org/wiki/Liar paradox
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Ejercicios de semantica proposicional |

Asignar significado a las siguientes férmulas cuando i(p) =i(q)=Vyi(r) =F

(p>qVr)>(pAg->-r)
(P> (-qVr)A(r—>-(pVa))

Asignar significado a las siguientes formulas para toda posible interpretacion:
~(pV Q) <> -pA-g
(-p > a) A (=q Ap)
(pVa)>(pAa)
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Temas LP

d Bloque | Representacion

Tema 1 Tema 2 ]

I Lenguajes proposicionales: sintaxis y Semantica formal: Funciones de |
I uso en la formalizacion de argumentos verdad, tautologicidad, consecuencia

l6gica |

l | ] | ] | ] | ] | ] | ] | | ] | ] | ] | | ] | ] | ] J

Razonamiento

Razonamiento semantico: definicion Calculo de deduccion natural I

I de modelos y contra-modelos proposicional I

l | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] | ] J

Computacion

Tema 5 Tema 6 [
Forma clausular Calculo de resolucion proposicional

___________________________J

Ju NN S
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Introduccion a la semantica proposicional

Hemos visto (informalmente) qué es un razonamiento valido:

dsiempre que las premisas del razonamiento sean ciertas, necesariamente la
conclusion ha de serlo también

la verdad de las premisas es incompatible con la falsedad de la conclusion

dla conclusion es consecuencia [6gica de las premisas

Objetivos del tema:

Definir con precisidon el concepto de consecuencia ldgica

Definir dos métodos con los que determinar si un razonamiento dado es
valido o no

U(y dos métodos mas opcionales)
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Validez

Atendiendo a su semantica, una FBF puede clasificarse como:

dValida (o tautologia) sii no existe una interpretacion i tal que i(A) = F (se
representa = A)

(dContradiccion sii no existe una interpretacion i tal que i(A) =

dContingente sii existe alguna interpretacion i tal que i(A) = V y existe alguna
interpretacion i tal que i(A) =F

dUna formula A es valida sii —A es una contradiccién
dUna formula A es contingente sii —A es contingente

JEjemplos simples: (p V -p) es una tautologia, su negacion S PA p)una
contradiccion. Y p es una FBF contingente, al igual que (- p

(dOtra tautologia: ((pAq)—=>r) < (p = (g—>7))
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Satisfacibilidad

Dado un lenguaje proposicional LP:

 Una interpretacion i satisface una formula A € FBF, sii i(A) =V

d Unafdérmula A € FBF;, es satisfacible sii existe (al menos) una interpretacion
i tal que i(A) =V |

d Unaférmula A € FBF;, es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacion i
tal que i(A) =V

 Para conjuntos de formulas {A,,...,A_}, A. € FBF, para todo i:1<i<n:
Una interpretacidn i satisface {A,,...,A } sii i(A)) = V para todo i:1<i<n

~o -

Una interpretacion que satisface una formula es un modelo de la formula
Una interpretacion que hace falsa una férmula es un contramodelo de la férmula

O Ejemplos simples: (p V -p) es satisfacible, su negacién (- p A p) es insatisfacible. Y p
224@8 UNa FBF satisfacible, al igual que (- p). El conjunto de FBFs{(p V -p), (-p A p)}no
es satisfacible.



Clasificacion de formulas

Contingentes
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Satisfacibilidad de una formula

Retomamos el ejemplo anterior conlaférmula pVvV-q->p

a pV-q pv-q-=>p

Vv Vv \Y Vv
Vv F Vv Vv
F Vv F v
F F v F

La formula es satisfacible, ya que tiene 3 interpretaciones que la hacen
verdadera

(dNo es valida porque una de sus interpretaciones la hace falsa. Por tanto, es
contingente.
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Satisfacibilidad de un conjunto de formulas

dVeamos si el siguiente conjunto de férmulas es satisfacible:

{prg, =(qvr), r->-p}

plal|r| pagq | =(qVr) | r>-p
vivi!v \Y F F
VIV |F v F v
V|F|V F F F
V|F|F F v v
Flv]|v F F Vv
FlV]|F F F v
FIF|V F F v
FIF|F F v v

JEI conjunto es insatisfacible porque no hay ninguna interpretacion que
haga verdaderas a las tres formulas simultdneamente



Validez y satisfacibilidad

De las definiciones anteriores se pueden establecer las siguientes equivalencias:

[ Una férmula es valida sii
Uno tiene contramodelos sii
Utodas sus interpretaciones son modelos sii
Utodas sus interpretaciones la satisfacen

1 Una féormula es una contradiccion sii
Wno tiene modelos sii
Wtodas sus interpretaciones son contramodelos sii

Ues insatisfacible

d Una féormula es contingente sii

Utiene modelos y contramodelos
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Consecuencia logica E: definicion

Dado un lenguaje proposicional LP, un conjunto de formulas {A,,...,A.}, A, € FBF;,
para todo i:1<i<n, y una formula B € FBF;:

Consecuencia logica:
B es consecuencia légica de {A,,...,A.} ([A,...,A,] EB)
sii toda interpretacidn que satisface {A,,...,A } también satisface B

Usii no existe ninguna interpretacion que satisfaga {A,,...,A.} y no satisfaga a B

o lo que es lo mismo:
sii la férmula AjA..AA, - B es valida ( E Aj]A..AA, > B)

U (todas las filas de su tabla de verdad son verdaderas)

J(...0) sii =(A;A...AA, - B) es contradictoria, es decir, sii ALA...AAnA - B es
contradictoria.

U(todas las ramas del arbol de verdad se cierran)
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Consecuencia logica

_______________________________________________________________________________________________________________________________

. Argumento correcto:
dUn argumento con premisas {A,,...,A,} y conclusién B es correcto sii [A,,...,A,] EB

(dPara decidirlo se pueden hacer dos analisis:
1) Ver si todas las interpretaciones que satisfacen {A,,...,A.} también satisfacen B, o bien

2) Ver que no existe ninguna interpretacion que satisfaga {A,,...,A.} y no satisfaga B

LEl caso 1): requiere examinar todas las interpretaciones posibles y ver si se cumple la
condicion. En caso positivo, el argumento es correcto.

El caso 2): podemos centrarnos en definir una interpretacion i tal que i({A,,...,A ) =Vy
i(B) = F. Si existe, esa interpretacion es un contramodelo del argumento y por tanto el
argumento no es correcto.

JEjemplos simples: p E p, {p,q} E p, {p,a} E (p V a), p ¥ -p, {p,a} # -p.

88 de 184



Consecuencia logica: Ejemplo |

Analizar si se cumple la relacion de consecuencia logica:

{p—(g—r),pAqlETr

i(p)|i(q) |i(r)|i(@q— r)|i(p — (g— r))|i(pAq) |[i((p— (@G—r))A(pAQq))

|V Vi:;l’ Vv V V

NM<I< (MM <
< M < I< I <™
I I K< I<|I<|™M
MMM Mm M <

‘n‘n‘n‘n‘n‘n‘n@

\FIFIFJ) v v F

De todas las interpretaciones posibles, s6lo una hace verdad a las dos premisas, y esa interpretaci
también hace verdad a la conclusién. Por tanto, si hay relacion de consecuencia légica.
...pero si para el contramodelo, necesito que i(r)=F..., sobran al menos la mitad de las filas
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Recordatorio, interpretaciones de una FBF

1. i(=A) = Vsii i(A) = F; i(-A) = F sii i(A) = V
2. i(AAB)=Vsiii(A) =V yi(B)=V: i(A AB) = F siii(A)=F 0i(B)=F
3. i(A VB) = Vsiii(A) =V 0i(B) = V; i(A VB) =Fsii(A)=F yi(B)=F
4. i(A >B)=Vsiii(A)=F 0i(B) = V: i(A >B) = Fsiii(A)=V yi(B)=F
5. i(A ©B) = V sii i(A) = i(B): i(A ©B) = F sii i(A) #i(B);

| NOTAS: |

|
. O Si concluyes que no hay consecuencia logica (#) no olvides dar i
| el contramodelo: i(p)=F, i(q)=V... jencontrar este contramodelo |
| es la mitad del problema! |
' O Puedes usar llaves para los “o bien” y corchetes para los “y |
| ademas” que sean complejos. Lo importante es entender que |
i significan para decidir si = o # (y que quede claro en el examen !
| que lo entiendes). |
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Consecuencia logica: Ejemplo |l

Analizar si se cumple la relacion de consecuencia logica:
{pA--q,r}EQqVs

O Tratamos de definir un contramodelo del argumento:

Q i(p A-—q) =Vsii
4 i(p) =V yademas
3 i(--q) =Vsiii(-q) =Fsiii(q) =V

Q i(r)=V

Q i(gVs)=Fsii
0 i(q) =F y (pero entonces i(p A =—q) = F, por lo que no puede ser)
o i(s)=F

o Puesto que no es posible definir un contramodelo, el argumento es correcto:
hay relacidon de consecuencia ldgica entre las premisas y la conclusién




Consecuencia logica: Ejemplo Il

Analizar si se cumple la relacion de consecuencia logica:
{pAg,-(p>r)}EqA(p>T)
 Tratamos de definir un contramodelo del argumento:

1.i(p A g) = V sii

i(p) =V yademas i(q)=V
2.i(=(p—>r))=Vsiiilp>r)=F

i(p) =V yademas i(r) =F
3. A (p > r)) =Fsii

i(q) = F (pero entonces i(p A q) =F, por lo que no puede ser)
o bien

i(p = r) =Fsii
i(p) =V vy i(r) = F (compatible con lo requerido por las dos premisas)

0 Sies posible definir un contramodelo del argumento: i(p) =i(q) =V, i(r) = F, por
tanto el argumento no es correcto: no hay relacion de consecuencia logica
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...otro método valido si encuentras el contramodelo

No es consecuencia logica, porque existe un
contramodelo: i(s)=V, i(r)=F....

(b—=>a)>qVvr,rvp—>taq, —tAs E s—r

VF V. V F
V F

(pero un fallo puede penalizar mas que si
desarrollas la busqueda del contramodelo)
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Equivalencia logica

_______________________________________________________________________________________________________________________________

Dos formulas Ay B son (logicamente) equivalentes (A < B, A = B) sii
para toda interpretacion i se cumple que i(A) = i(B)

JEsta definicion implica que:
Ay B son consecuencia légica unade laotra(AEBYB EA)
la formula A ¢ B es valida (E A <> B)

dPor ejemplo: p>qe-pvq

i(p)|i(q)|i(p —q) |ipvq)|i((p—q) < ("pVva))
V|V Vv Vv Vv

V|F F F V

F |V Vv Vv V

F|F Vv V Vv
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Equivalencia logica

ULa equivalencia entre féormulas proporciona numerosas ventajas practicas, entre
ellas:

Wpermite utilizar indistintamente las formulas equivalentes en una demostracion
(lo utilizaremos en el préoximo tema)

Upermite reducir el tamano de un lenguaje proposicional (disminuir el n2 de
conectivas que emplea).

Por ejemplo, cualquier lenguaje proposicional puede reducirse a otro que sélo utiliza
{-, v}
Esta reduccion simplifica tareas como:
v/ construccidn de sistemas sintacticos de demostracion
v’ demostracion de las propiedades metaldgicas del sistema formal
v Implementacion de circuitos digitales
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Equivalencias logicas

--AS A

ANAS A

AVAS A

AANBSBAA

AVB&< BVA

A BB A
AANBAC)S (AAB)AC
AV(BVC)e (AVB)VC
A->B&S-AVB
A->B&sS-B->-A
~(AVB) < -AA-B
~(AAB) < -AV -B
AANBVC)e (AAB)V(AACQC)
AV(BAC)= (AVB)A(AVC(Q)

A<>B< (A>B)A (B> A)
implicacion
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doble negacion

idempotencia con la conjuncion

idempotencia con la disyuncién

conmutatividad de la conjuncion

conmutatividad de la disyuncidn

conmutatividad de |la doble implicacidn

asociatividad de la conjuncidn

asociatividad de la disyuncidén

la implicacion como disyuncion

contraposicion

ley de De Morgan

ley de De Morgan

distributividad de la conjuncion respecto a la disyuncion
distributividad de la disyuncidn respecto a la conjuncion

definicion de la doble implicacion en funcion de la
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Ejercicios de semantica

Determinar si las siguientes argumentaciones son correctas. Sino lo
son, indicar la interpretaciéon que lo demuestra (contramodelo).

1. [p,p—>qlEq

2. [p,pvalEq

3. [P—>q,7p] E g
4. [p—>q,7q]E-p

5. [p<>q,7p]Eg

6. [pAqlEDP
(pAg)]EpAng
8. ["(pvag)]E-pAa-q

N
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Semantica, ejercicio de examen

— e o — — — — — —— —— ———— ———

: El orden importa, empieza por lo
| facil. Y deja claro cuando has
Comprueba si hay consecuencia légica l encontrado una interpretacién final

Il en tu busqueda de contramodelo.

{gar—-p,~(cr—sat),"pe("raq)tEs—
tenta cerrar opciones segun
avanzas (“cerrar ramas”) y

| justificalo en base a las
Llnterpretamones finales

Pligar—n-p
P2:~(nr—sat)
P3:-p<(-ragq)
C:s—p

i(P1)=i(gar—"p)=V se cumple porquei(qar)=Fyi(-p)=V

| Justifica la respuesta con el contramodelo l
l o la explicacion de por qué no se ha :
!

IL encontrado.

iNo hay consecuencia logica!, lo demuestra el siguiente contramodelo:
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¢Razonas con logica? (divulgacion)

Si una carta tiene una vocal por un lado, entonces tiene
gue tener un numero par por el otro lado

/

A

~

/

-

N

K

~

/

/

-

2

\

/

-~

N

e

~

¢A qué carta/s hay que dar la vuelta para
saber si la regla anterior se cumple o no?

https://www.youtube.com/watch?v=t7NE7apn-PA »

(PetefC*Wason, 66)



¢ Razonas con logica? (divulgacion)

Si una carta tiene una bebida aun lado, entonces tiene
una edad que te permite beberla al otro lado

4 N 4 ) 4 N 4 )

25 16

anos anos

N / N / N J

(A qué carta/s hay que dar la vuelta para
saber si la regla anterior se cumple o no?
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Tema l
Lenguajes proposicionales: sintaxis y uso en
la formalizacién de argumentos

Tema 3
Razonamiento semantico: definicion de
modelos y contra-modelos

Tema 5
Forma clausular

Representacion

Tema 2
Semantica formal: Funciones de verdad,
tautologicidad, consecuencia légica

____________J

Razonamiento

Tema 4
Calculo de deduccién natural
proposicional

____________J

Computacion

Tema 6
Calculo de resolucion proposicional

___________________________J



iQué es una deduccion?

QO Es una secuencia de afirmaciones en la que progresamos a partir de la
informacidon conocida (premisas), hasta alcanzar otra informacidn desconocida
gue nos interesa obtener (conclusion).

O Lo que caracteriza una deduccidn correcta es que cada paso que demos sea
“seguro”: cada nueva informacion debe sequirse de las anteriores.

Q Pueden definirse reglas (de inferencia) que capten los pasos tipicos de una
deduccion.

Q El sistema que utiliza esas reglas para realizar deducciones es un calculo
deductivo, y el contexto o marco formal en el que se utiliza ese calculo se llama
sistema formal.

Q Existen distintos tipos de calculos deductivos. Nosotros utilizaremos el
calculo por deduccidén natural.
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Calculo deductivo, motivacion

Dificultad para determinar I = B por medios semanticos

O I' (gamma) representa un conjunto de formulas: A1, A2...An

 Confirmar la correccién de un argumento puede ser muy costoso, hay
gue explorar un numero exponencialmente creciente de valoraciones.

JAlternativa: determinar que B se deduce de I" por medios sintacticos: I" - B

JEn lugar de razonar sobre el significado de las férmulas (valoraciones),
razonar sobre la forma de las formulas. Construir una argumentacion paso
a paso, manipulando los simbolos de las formulas, sabiendo que cada paso
es valido.
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Sistemas formales

dUn sistema formal de demostracion consiste en:
[ Un lenguaje formal (alfabeto y reglas sintacticas de formacion de formulas)

[ Un conjunto de axiomas légicos o axiomas (féormulas validas sin prueba, podria ser
vacio)

L Un conjunto de reglas de inferencia para demostrar férmulas: un célculo
1 Una definicién de prueba o demostracion

En un sistema formal los simbolos carecen de significado, y al manipularlos
hemos de ser cuidadosos y no presuponer nada sobre sus propiedades, salvo
lo que se especifique en el sistema
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Sistemas formales

 Una teoria T es un sistema formal ampliado con un conjunto I" de axiomas no logicos o
premisas (es decir, que se consideran como verdad): T[I]

L Sil'=Y entonces T es la teoria basica del sistema formal

1 Una demostracion o prueba de una formula B en una teoria T[I'] (T[] - B) es una
secuencia finita de formulas tal que:

dtoda formula de la secuencia es
 un axioma o premisa de la teoria, o
O el resultado de aplicar una regla de inferencia a férmulas anteriores en la
secuencia

1B es la Ultima formula de la secuencia

L Un teorema de una teoria T[I'] es una féormula para la que existe al menos una
demostraciéon en T[I']

T[] + Bindica que B se deduce de T[I'] o que B es teorema de T[I']
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Relaciéon con la consecuencia logica

Si el célculo es correcto y completo entonces I y = son equivalentes.

[ Esto es lo que ocurre con la deduccion natural.

(JCorreccion: Teorema de validez
Todos los teoremas de T[I'] son consecuencias logicas de I':

SsiT[['] B entoncesI =B

dCompletitud: Teorema de completitud

(dDada una teoria T[I'], todas las consecuencias légicas de I son teoremas de
T[I]:

siI E BentoncesT[I'] B
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Un sistema formal para la logica proposicional

(dDeduccion natural
dNo hay axiomas légicos

dReglas de inferencia: dos por cada conectiva (introduccion y eliminacién)

Q 10 en total para los 5 conectores
Definicidon de prueba: una prueba de una férmula es una secuencia finita
de formulas en |la que cada elemento es:
U un supuesto o premisa de la teoria, o

el resultado de la aplicacién de una regla de inferencia a férmulas anteriores
en la secuencia

y la dltima férmula de la secuencia es la férmula probada
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Deduccion natural: Reglas de inferencia

En la definicidn de las reglas de inferencia vamos a usar Ay B, que no son simbolos de
proposicidn, sino variables sobre formulas del lenguaje (metavariables)

(dMediante metavariables podemos razonar sobre conjuntos (infinitos) de formulas que
comparten una misma forma légica

Por ejemplo: A A —A agrupa

UpA—p, gAa—q,rA-ir, ...

Qp—>a)A=(p—a)@vr)a=(gvr), ..
Qp—=>ag)AanNA=((p—=>a)Arn),(pvg—oras)a=(pvg—>ras), ..
Q..

LCada regla de inferencia es una metaregla con infinitas instancias

L Si p entonces p v q; si p entonces p v (g A —r); ...
QSi(p — g) entonces (p > q) v (g AT); si(p — q) entonces (p — q) Vv ...
U En general: si A entonces A v B
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Reglas basicas: Conjuncion

Regla de Introduccion de A (1)

premisa
premisa
I, (1,2)

A
Tlp,alFpAQ
B 1. p
2. q
ANB 3.pAq
Premisas:

1. el asesino es zurdo
2. el asesino calza un 45
Conclusion:

3. el asesino es zurdo y calza un 45
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Reglas basicas: Conjuncion

Regla de Eliminacidn de A (E,)

AANB ANANB
A B
Premisa:

1. el asesino es bizco y usa bombin
Conclusion:

2. el asesino es bizco

o bien

2’. el asesino usa bombin
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TlpAdlFp
1. pAQg premisa

2. p E, (1)

TlpAQl g
1. pA Qg premisa

2. ¢ E, (1)
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Reglas basicas: Disyuncion

Regla de Introduccion de V (1))

A A TlplFpVr
1. p premisa
2.pVvr 1,(1
Av B Bv A pvr 1 (1)
TlplFrvp
1. p premisa
Premisa: 2.rvp I, (1)

1. el asesino mide 1,90 m

Conclusion:

2. el asesino mide 1,90 m o veranea en Cancun
o bien

2’. el asesino veranea en Cancun o mide 1,90 m
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Reglas basicas: Disyuncion

Regla de Eliminacién de V (E,) o prueba por casos

Av B
A—C
B—C

C

TlpVg, p=>-rrq—=>-r]F-r

1. pVq premisa
2. p>-r premisa
3.9 -r premisa
4. -r E, (1,2,3)

1. el asesino huyo en coche o en moto

2. si huyo en coche, se esconde en Cadiz

3. si huyo en moto, se esconde en Cadiz

Conclusion:

4. el asesino se esconde en Cadiz

13



Ejemplo

TisAa(pvaq),p—>—-r,g—>—r]FsA-r

1. sAn(pvqg) premisa

2. pVvQ E, (1)

3. p—>—r premisa
4. q—> —r premisa
5. —r E,(2,3,4)
6. s E (1)

7. SA—r | (5,6)
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Reglas basicas: Negacion

Regla de Eliminacion de - (E_)

ﬁ_IA

Premisa:

1. no es el caso que el asesino no fume en pipa
Conclusion:

2. el asesino fuma en pipa
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Reglas basicas: Implicacion

Regla de Eliminacion de — (E_,) o Modus Ponens (MP)

A—B Tlp—>-r,-r>q,pl Fq
A 1. p>-r premisa
2. p premisa
B 3. -r E_ (1,2)
4. -r 2 ¢ premisa
Premisa:

1. si Gutiérrez es culpable entonces Clotilde le esta encubriendo
2. Gutiérrez es culpable
Conclusion:

3. Clotilde esta encubriendo a Gutiérrez
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Reglas basicas: Doble implicacion

Regla de Introduccion de <> (l_,)

A—>B Tlp=>-r-r>plFp<c-r
B— A 1. p>-r premisa

2. -r->p premisa
A<> B 3. po>-r , (1,2)

1. si el asesino huyo en coche entonces bebe vodka

2. si el asesino bebe vodka entonces huyé en coche

Conclusion:
4. el asesino huyo en coche siy solo si bebe vodka
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Reglas basicas: Doble implicacion

Regla de Eliminacion de < (E_.)

118 de 184

A< B

A B

A— B

1. Gutiérrez es culpable si y sélo si ama a Clotilde

Conclusion:
2. siGutiérrez es culpable entonces ama a Clotilde

o bien

2’. si Gutiérrez ama a Clotilde entonces es culpable

B— A

Tlpe>gAarplkr

1
2

3.

4

5.

. PpPEOgAr
. P> qAT
P

QAT

r

premisa
E., (1)
premisa
E_ (2,3)
E, (4)
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Reglas basicas: supuestos

O Nos quedan dos reglas basicas por definir:
o introduccién de la negacidn o prueba por reduccion al absurdo

o introduccién de la implicacidon o teorema de la deduccion

O Ambas se basan en el empleo de supuestos que, como las premisas, pueden aparecer
en una prueba sin requerir demostracion

O Pero, mientras que las premisas son afiadidas permanentemente los supuestos son
incorporados temporalmente:

o Un supuesto es introducido en un determinado punto de la prueba
o Yy es cancelado (descargado) en otro punto posterior,

o como resultado de la cancelacién, una nueva formula queda demostrada

O Lo que significa usar un supuesto es lo siguiente:
O «supongamos que A»
o «entonces demuestro (usando A) que B»

o «en realidad acabo de mostrar que si tuviera A como premisa, entonces podria
demostrar B»

0 «eso equivale a decir que he demostrado la implicacion A — B»
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Supuestos y el teorema de la deduccion

Formulacion genérica de la regla de introduccion de |a
implicacion:

dSiendo T[A,, A,, ..., A, ] una teoria basica ampliada con un
conjunto de n premisas, si la incorporacion como supuesto
de un formula A permite deducir otra formula B:

TIA, A, ., AlU{A} B
entonces
TIA, A, ., A]l-A—B

JTeorema de la deduccién: En general, tanto para premisas
COmMo para supuestos:

T[A] FBsiysolosiTHFA—>B
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Reglas basicas: supuestos

Regla de Introduccion de — (I_,) o T. de la deduccion

A (supuesto) Tlp>a,9=>rFp=>r

1.p—>q premisa
B 2. q—or premisa
3. p supuesto
A—B £ (1,3)
: r E—) (214)
La tabulacion indicaun | & P T L, (3,5)
Supuesto: ' supuesto no cancelado
1. (supongamos que) la victima fue envenenada
........... bla, bla, bla ........... (secuencia de inferencias validas)

n. el asesino es el conde Lequio
Conclusion:
n+1. Sila victima fue envenenada entonces el asesino es el conde Lequio

iPero hay un “si”! écuando es verdadera una im?
21
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Reglas basicas: supuestos

Regla de Introduccion - (1_) o prueba por reduccion al absurdo

A (supuesto) I[“p 1‘““‘1] =P
. P> qgA-Q premisa
3. gA—q MP (1,2)
—A —A 4. =-p 1.(2,3)
5.p E_(4)
Supuesto:

1. (supongamos que) el asesino no huyoé a Cadiz

........... bla, bla, bla ........... (secuencia de inferencias vdlidas)
n. Gutiérrez es dentista y no es dentista

Conclusion: . Los supuestos de I_, y I_ son Utiles porque

n+1. el asesino huyo a Cadiz nos dejan afiadir a la demostracion
formulas completas que no hayan
aparecido ¢alguna otra regla lo permite?

________________________________________________________________
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Procedimiento general de deduccién

¢

123 de 184

Cada premisa y cada nueva formula obtenida mediante las reglas de
inferencia se escribe en una linea numerada

La prueba termina cuando llegamos a una linea, fuera de todo supuesto no
cancelado, que contiene la formula que queremos deducir

Pueden introducirse tantos supuestos como se deseen pero la cancelacion
de los mismos ha de hacerse con cuidado:

deduccidn

bajo N

supuesto 2 deduccién
., bajo

deduccidn supuesto 1

bajo

supuesto 3

OK OK é
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Regla auxiliar: Iteracion

Podemos repetir férmulas ya obtenidas en la deduccién siempre que no las
saguemos de supuestos no cancelados (aunque se pueden meter dentro de
supuestos abiertos):
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T[pAp2>0alkFp—>q
1. pAp—>q

premisa
supuesto
Iteracion 2
1 (2,3)
MP (1,4)
1 (2,5)

TFpPpVQ
1.
2.
3. pVqg

Y
PV

supuesto
l, 1
Iteracion 2




Reglas derivadas

En distintas demostraciones se repiten con frecuencia los mismos pasos:

TIr=>(qAs),-(qASs)] F-r Tlp=>q9,rA-q]+FrA-p
1. r>(gAs) premisa 1. p>q premisa
2. -(qAs) premisa 2. rA-q premisa
3.r supuesto 3. -q E, (2)
4. qAs E, (1,3) 4. p supuesto
5. (gASs)A=(gAs) 1,(2,,4) 5. ¢ E.(1,4)
6. r>(gAs)A-(qAs) 15(3,5) 6. qA-(Q 1. (3,5)
7. -r |- (6) 7. p~>aqA-q 1 (4,6)
8. -p - (7)
9. r E.(2)
10.r A -p 1, (8,9)

¢ Aunque son distintas las formulas que aparecen en estos dos ejemplos, las lineas
destacadas tienen una estructura comun

¢ Podriamos acortar las dos demostraciones si previamente demostramos con caracter

general que T[A - B, -B] - -A, para cualesquiera férmulas Ay B.

25
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Reglas derivadas

T[A - B,-B] - -A

1. A—>B premisa
2. -B premisa
3. A supuesto
4. B E-> (1,3)
5. BA-B 1, (2,4)
6. A->BA-B 1 (3,5)
7. -A |- (6)

Las reglas derivadas se representan como las
reglas basicas:

A—>B
—B

Modus Tollens (MT)
—A

Las demostraciones anteriores quedarian ahora:

TIr=>(qAs),-(qASs)] F-r

1. r>(qAs) premisa
2. -(q As) premisa

3. -r MT (1,2)
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Tlp=>q,rA-gq]FrA-p

1. p=>q premisa
2. rA—Q premisa
3. -q E,.(2)
4. -p MT (1,3)
5 r E, (2)

6. rA-p 1, (8,9)
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Reglas derivadas

Estas son las reglas derivadas de uso mas frecuente, queda como ejercicio su demostracion a
partir de las reglas basicas:

o T[AA-A]-B Ex Contradictione Quodlibet
»>Reglas para la implicacion:

o TI[A->B,B>ClFA->C Transitividad

o T[A->B,-B]F-A Modus Tollens

>Reglas de corte:

o T[AVB,-A]F-B Corte
o T[AVB,-B]FA Corte
o T[AVB,-AVC]FBVC Corte

27
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Teorema de intercambio (o sustitucion)

Sea A una formula y B1 una subformula de A, si

a FA

0O +FBl<>B2

0 A’ resulta de sustituir en A todas o algunas de las apariciones de B1 por B2
entonces

o A

Es valido utilizar equivalencias vistas en el tema de semantica

Tlperqgqos,s>tAarlFgo>tAap
1. g > s premisa

2. s>tAT premisa
3. q supuesto
4. s E (1,3)

5. tAr E (2,4)

6. peor premisa

7. tAp Intercambio (5,6)
8. g—opnat 1 (3,8)
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Equivalencias

--A S A

ANAS A

AVAS A

AANB&SBAA

AVB& BVA

A< BSBSA
ANBAC) &S (AAB)AC
AV(BVC) & (AVB)VC
A—-B&S-AVB

A—>B&e -B—>-A

-(AVB)&e -AA-B
-(AAB)& -AV -B
ANBVC)sS (AAB)V(AACQ)
AV(BAC)S (AVB)A(AV Q)
A<~ B (A>B)A(B—>A)

ogicas

8

doble negacion

idempotencia con la conjuncion
idempotencia con la disyuncion
conmutatividad de la conjuncion
conmutatividad de la disyuncion
conmutatividad de la doble implicacion
asociatividad de la conjuncion
asociatividad de la disyuncion

la implicacién como disyuncién
contraposicion

ley de De Morgan

ley de De Morgan

distributividad de la conjuncion respecto a la disyuncion

distributividad de la disyuncién respecto a la conjuncion

definicion de la doble implicacion en funcién de la implicacion

Se pueden aplicar en los dos sentidos.

Ejemplo de uso en DN: “Intercambio 3, -(AAB) & -AV -B”.

n o«

No es valido: “equivalencia”, “de Morgan”, “=(p A q) © -p V -q)”, no incluir el nUmero donde se aplica,

iy . . , 29
no hacer mencidén al teorema del intercambio, etcétera
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Deduccion natural en |a practica

[ Como conclusién, équé podemos utilizar para demostrar la correccién de
una argumentacion mediante deduccion natural?

0 Las 10 reglas basicas
0 Laregla de iteracidn

0O Las reglas derivadas mencionadas previamente (en ocasiones se
piden demostraciones sin usar estas reglas)

0 El (teorema de) intercambio

0 Incluyendo equivalencias dadas siempre y cuando se especifique
su formula con metavariables.

a v NADA MAS

comprobar online.
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Resumen DN

1\ E,
A
B ANB
AANB A
A (supuesto) A—B
B A
A—B B
A (supuesto)
BA—B A % BA—B
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|
% h
Av B
ANB A A A—>C
B—C
B Av B BvA
C
R E.
A—B
A<B A B
B—>A
A—B B—o>A
A< B
Derivadas
E.. 0 T[A A-A] I B Ex Contradictione Quodlibet
o T[A->B,B-> C]F A - CTransitividad
o T[A = B, -B] - -A Modus Tollens
A o T[AV B, -A] - BCorte
L o T[AVB,-B]+ A Corte
o T[AVB,-AVC]FBVCCorte
A

O

+ regla de iteracién + teorema del intercambio (y
equivalencias)



Sobre el uso de supuestos

1 Un supuesto es una formula temporal afiadida a la demostracién.
[ no se deduce de lo anterior,
U pero sirve para demostrar OTRA formula cuando se cancela.

1 Se deben abrir con una estrategia, teniendo en cuenta qué se quiere conseguir
con él.

 Siempre se deben cancelar, ya sea con |, o con I

 Por lo tanto, supongo A si:
O bien, busco A —B (cierro el supuesto al encontrar B, regla |, )

O bien, busco —A (cierro al encontrar una contradiccion cualquiera B A —B,
reglal.)

NUNCA supongo A si busco A (o cualquier otra cosa que no sea A —>B o0 —A)
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Estrategia general problemas DN

dldentifica la conectiva principal y el tipo de formula de la conclusion y
opera segun lo siguiente:
dSies A— B, supén Ay usal_, cuando encuentres B.
Sies AAB, prueba A, prueba B, yusal,
dSies A v B, prueba A o B (el mas facil), yusa |,
O La ultima estrategia, suponer —(A v B) puede ser util.
dSies A<> B, pruebaA—>B,B—A, yaplical,,
Si es —A, supdn A, encuentra una contradiccidn, y usa I_

[Si es A, intenta encontrar una solucidn trivial con los elementos previos de la
deduccion (la I, puede ser util). Si no lo consigues, supon —A, encuentra una
contradiccién, y usa |

Si todo falla, supdn la conclusién negada en bloque, encuentra una
contradiccién, y usa |

Si la demostracién no tiene premisas, es necesario empezar con un supuesto, ya
sea de A para demostrar - A — B o bien de —A para demostrar FA

A guide to Natural Deduction proofs
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Mas estrategias Deductivas

Férmula Como Premisa Como Conclusion
PAQ Deduce P y deduce Q Demuestra Py Q por separado
PVQ DemuestraP > _,Q—> __,y Demuestrao P o Q

deduce
P->Q Demuestra P, y deduce Q Supdn P y demuestra Q
-P Si =P es --Q, deduce Q Supon Py demuestra __ A-__
P& Q DeduceP>QyQ—>P DemuestraP>QyQ—>P
Vx P(x) Deduce P(_) Demuestra P(x) para la variable x
Ax P(x) Deduce P(a*) para algin nombre Demuestra P(_)

temporal nuevo
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Ejercicios |
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1. TlplFg->p Pista .

Queremos concluir que A->B, |

2. Tp>(@=>0lk(p>q)>(p>r) siendo A=p—>q y B=p->r, luego |

3. T[-p~>-qlF(-p>9)—>p mi primer supuesto es p—> Q.

Dentro del supuesto, !

4. T[- 9 - - 9 a

[=p alFa=>p queremos concluir, otra vez,

5. Tlp>qg,9=>rlFp—>r que A->B, donde A=p y B=r.:

6. Tlp>(q—>r),alkFp—>r Luego mi segundo supuesto |

sera p. .

7. TlpAq=2rnrAs>tEPAQAS St Dentro de él quiero llegar a r. |

8. TlpAg=>r]FpA-r—->-q Asi que intento alcanzarlo con |

9. T[pVa>rs>plksSr las formulas que tengo en la |

' demostracion hasta ahora.

10. TlpAg=>r-(pVr)>s,p2>adlkF-s—=>r Si lo conseguimos, cerramos |

11. T[pvp]kFp los supuestos para acabar.

éY si no?, supuesto de -r para !

12. Tlp] F == intentar |-y llegar a ——r. Ver |
13. T[pVg—=>r]kFq=>r ejercicio 10.



Deduccion natural, ejercicio de examen

Demuestra con deduccion natural:

1Lp—>(qv~r)
2.or=-t

3. -l(p—:ﬂs) —=f

4.p
5. 7q
b.qv-r
7.or
B.or—n-t
————————————————— |
iDeja claro cuando |
empieza y termina un ' 9.7t
supuesto!, tabulaciones, |
llaves, etcétera. : 10.-
11. p—=-5s
12.-s
13. - q—=>"s

14.p—(~q—="s)
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premisa
premisa
premisa
supuesto
supuesto
4y 1elim—
5, 6 corte
2elim. <
7,8 elim —
MT 3,9

elim =,

4,11, elim —:-:

T[p—)[qv—q‘) , r <>t ’—1[p—>—|5)—>t ] |— p—)[ﬁq—)—us]

éA qué conclusion queremos llegar?

¢éY si no sale —s por ningun sitio?
Intentaria suponer su negacion, s,
y llegar a una contradiccidn. ¢Y si tampoco? Probaria suponer

-(-g— -s), yllegar a una contradiccién. ¢Y si tampoco?, etc
etc.

iLas reglas se aplican a rajatabla!, aqui no vale poner
directamentep —» -s

Hacer una simplificacion no explicita penalizaria en el
ejercicio. Una deduccion se puede complicar mucho en base
a esto, ejemplo,

~(-pA-q)F(pVa)

La premisa con intercambio y equivalencia de la ley de
Morgan daria:

-=p V --q (no p V q directamente)

En este ejemplo, no puedo aplicar E-... pero si podria aplicar
intercambio con la equivalencia: -——-A & A.

5,12 introd . o
| IMPORTANTE: Siempre que uses una equivalencia pon:

4,13 introd

| . .
1intercambio, n? donde se aplica, formula con
|

metavariables. Omitir algo de esto penalizariagfFjemplo:
Intercambio 3,7 (AAB) & -AV -B
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Sólo informativo


Temas LP

d Bloque I Representacion
Tema 1 Tema 2 I
I Lenguajes proposicionales: sintaxis y Semantica formal: Funciones de |
I uso en la formalizaciéon de argumentos verdad, tautologicidad, consecuencia
l6gica |
l || || || | | | | | | | | | || || | | | | | | | | | || || || J

Razonamiento

| Tema 3 Tema 4
Razonamiento semantico: definicién Calculo de deduccién natural [
| de modelos y contra-modelos proposicional I
l | | | || || || | | | | | | | | || || || | | | | | | | | | J
Computacion

Tema 6
Calculo de resolucién proposicional

___________________________J

I
I
I
|
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Introduccion a la demostracion automatica

El razonamiento automatico se dedica a estudiar cobmo usar un ordenador para ayudar en la
parte de resolucion de problemas que requiere razonamiento.

Se trata de implementar programas que verifiquen un razonamiento mediante una serie de
pasos de inferencia.

Se suele denominar deduccion automatica porque se suele utilizar razonamiento como
proceso deductivo.

Cuando el trabajo se centra en la obtencidn de algoritmos que permitan encontrar pruebas
de teoremas matematicos, recibe el nombre de demostracion automadtica de teoremas
(DAT).

Algunas cuestiones que surgen durante dicho estudio son la representacion del
conocimiento, las reglas para derivar nuevo conocimiento del que se tiene, y las estrategias

para controlar dichas reglas.

Otras cuestiones se refieren a la implementacidn de la teoria resultante y a las aplicaciones

para las cuales el correspondiente software puede ser usado. Teoria, implementacion vy
aplicaciones juegan papeles vitales para el razonamiento automatico a la hora de intentar
alcanzar uno de sus principales objetivos: proporcionar un asistente de razonamiento
automatico.



Introduccion a la demostracion automatica

O Los D.A.T.:

0 Hacen uso de una representacion especial de las formulas, una representacion
estandarizada: la forma clausal o clausular.

O Los DAT utilizan resolucion (principio de Robinson) aplicando un algoritmo que
se aplica a un conjunto de clausulas de entrada y comprueba si son

insatisfacibles.

O Por ultimo, destacar que en la mayoria de los casos, los demostradores
automaticos de teoremas realizan pruebas por contradiccion (o refutacion).

Formulas en

formal Clausular
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=)

DAT
Estrategia de
Resolucion

Prueba por
contradiccion

=)

Resultado
Demostracion




Introduccion a la demostracion automatica

O Forma Clausular:

* Objetivo: simplificar las formulas. Queremos obtener, mediante una serie
de transformaciones, una formula que sea mas facil de manipular
automaticamente, pero que siga teniendo ciertas propiedades de la foérmula
original (estandarizacion):

Formula en un lenguaje proposicional (P> g9 A(—pvgVv-r)Ap
Formula en forma normal conjuntiva (—pva)A(=pvqgv-—r)A((p)

g {

Formula en forma clausular {(~pva,—pvqv-f p}
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Formas Normales

O En este tema vemos la definicion de clausula y como transformar una
formula en un conjunto de clausulas mediante las formas normales.

O Tenemos en cuenta que un atomo es una variable proposicional (ej: p, q,..)
y que un literal es un atomo o su negacion (ej: p, —p,..)

O Formas Normales. El objetivo de la estandarizacion de formulas es reducir
la variedad sintactica de un LP, uniformando sus formulas.

O La idea es que la formula inicial es satisfacible sii su transformada es
satisfacible.

« Reduccion de la multiplicidad de conectivas (formas normales en la
|6gica proposicional).
o Forma normal conjuntiva. FNC
o Forma normal disyuntiva. FND

« Forma Clausal o Clausular (variante sintactica de la Forma Normal
Conjuntiva).
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Formas Normales

1 Forma Normal Disyuntiva. Una FBF A esta en forma normal disyuntiva si y
solo si A=A, VA, VA V... VA, con n21, y cada A, es una conjuncion de literales.

Ejemplo: (p A=q AT) V=ap V (r A=S)
U Forma Normal Conjuntiva. Una FBF A esta en forma normal conjuntiva si y
solo si A=A NA,NAN...NA, con N1, y cada A, es una disyuncion de literales.

Ejemplo: (q vp) A (-r VS) A



Formas Normales

Procedimiento para hallar FNC(A) y FND(A). Se utilizaran los siguientes
teoremas de equivalencia:

 Interdefinicion (Eliminar bicondicionales y condicionales usando Ia
equivalencia):
|— (A - B) «» (—A vB)
|—(A «>B) & (A —>B) A (B >A)

» Leyes de De Morgan (interiorizar negaciones usando equivalencias):
|— (A A B) «»—-A v-B
|— —(A vB) <> -A A -B
|——= A <A

» Distribucion de v y A:
—AA(B vC) <> (AAB) v(AAC)
—Av(BAC)e>(AvB)A(AVv(C)

Teorema: Para toda formula A, |—A «» FNC(A)
Lema: La forma normal conjuntiva de una formula siempre existe

144 de 184



Forma Normal Conjuntiva

0 Ejemplos de calculo de FNC:

Ejiemplol: A:(p—q) —r

(p—>q)—r
—(p—>q)vr
—(=pvQqgvr
(m=pA=Q)vr
(PA—=Qq)vr
(pvr)a(=qvr)

FNC(A)=(pvr)a(=qvr)

Madrid, Espafa
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(A—> B) < (A v B)
(A— B) < (-A v B)
—(A v B) <> -A A =B

——-A A
Av(BAC)e (AvB)Aa(Av ()



Forma Normal Conjuntiva

Ejemplo2: A: —(pA(g— 1) —(Ar B) <> —-A v B
-pv-a(q—>r) (A—> B) < (-A v B)
-pv-a(=qvr) —~(A v B) < —An =B
—|pv(—|—|q/\—|r) —-A oA
pv(@A-r)  AvBAC o AVB) AAYC)
(=pv g A(ap v Ar)

FNC (A) = (—lp \Y C|) A (—lp \Y —ll')

Ejemplo3: A: (p>Nv((g—op A—->B < (=AvE)
(=pvnv((@—>p (A—>B)e(-AvB)

(Dpvr)v(-qvDp)
Ppvivaqvp

FNC(A)=—-pvrv-aqvp

10
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FNC. Ejercicios

* (peq)or

- (PArQg)—>q

e a(arv(gAS))A-p

e p—>-a(gAr)valpAs)

c p—>-a(gAr)valpvVvs)
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Forma Clausular
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Sabemos que “Una formula F es satisfacible sii FN(F) es satisfacible” y que
“FN(F) existe siempre para cualquier formula F”, luego podemos trabajar
exclusivamente con formulas en forma normal.

Para trabajar mas comodamente con formulas en FNC utilizaremos la forma
clausular

La mayoria de procedimientos de prueba operan por refutacion. Estas pruebas
se aplican a formulas en una forma denominada forma clausal.

Clausula: Una clausula es una disyuncion finita de cero o mas literales. Cuando
la clausula esta compuesta de un solo literal diremos que es una clausula
unitaria.

C = L1v...VLn, Li(1<i <n) literal

La Clausula vacia no contiene ningun literal, se representa por O, y por
convenio es insatisfacible.

La forma clausular de una formula F, FC(F), es el conjunto de clausulas de la
FNC(F).

La forma clausular se entiende como la conjuncion de las clausulas.



Forma Clausular

1 Forma Clausular de una deduccion.
O Una deduccion [P1, P2, ..., Pn] |— C es correcta sii P1 AP2 A ... APn A
—C es insatisfacible

Dada una deduccion: [P1, P2, ..., Pn] |—C
1)Obtener la forma clausular de cada Pi, 1 <i<n
2)Obtener la forma clausular de —C

3)Realizar la union de todos los conjuntos de clausulas

4)Comprobar la satisfacibilidad

Una deduccién [P1, P2, ..., Pn] |— C es correcta sii

FC(P1 AP2 A ... APn A —-C) es insatisfacible
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Forma Clausular

Ejemplol: A:(p—q)—r

FNC(A)=(pvr)a(=qvr)

FC(A)={pvr-qvr}
Eiemplo2: A: =(pA (g— 1)
FNC (A) = (=pv @) A (=p v r)

FC(A)={-pvQq, -pv -r}
Eiemplo3: A: (p— n) v (g— p)

FNC(A)==pvrv-aqvp

FC(A) ={-pvrvqvp}
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Forma Clausular. Ejercicios

* pP—qATr
* p—-(qAT)

* =(p A Q)

« Dado el conjunto de formulas {A1,A2,A3,A4}, obtener la forma clausular
siendo:
Al: (=pVv Q) A (=r v =p)
A2:s > t
A3:t—p
Ad: -qASAT
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Temas LP

d Bloque I Representacion

Tema 1 Tema 2 !

I Lenguajes proposicionales: sintaxis y Semantica formal: Funciones de |
I uso en la formalizacion de argumentos verdad, tautologicidad, consecuencia

l6gica |

l || || || | | | | | | | | | || || | | | [ | | | | | | || || || J

Razonamiento

| Tema 3 Tema 4

Razonamiento semantico: definicion Calculo de deduccion natural ]
| de modelos y contra-modelos proposicional I
l | | | || || | | | | | | | | | | || || | | | | | | | | | | | J

Computacion

] Tema 5 Tema 6 I
| Forma clausular Calculo de resolucion proposicional
l | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ] ] | J

153 de 184



Q

Q

154 de 184

Introduccion

Principio de resolucion. Proporciona un método automatico para realizar
demostraciones a partir de clausulas.

El algoritmo se basa en una regla de inferencia sencilla y, a la vez de gran potencia: la
regla de resolucion. Puesto que se utiliza una sola regla, el algoritmo es facil de analizar
e implementar.

Resolvente. Sean C, y C, clausulas. Supongamos que el literal L € C;, y su
complementario L¢ € C, Se denomina resolvente de C, y C, respecto a L a la clausula a:

Res(C,, Cy) = (C;- {L}) U (C, - {L%}) Lvel —Lvcez
~_
- Ejemplo:S={pvq,—-pvr—qvr—rpvt} Clv 2
I 1) pvg | I 6)Res(C,, C,)=qvr=C,
|1 2) —pvr | | 7)Res(C;, C,)=—-q=C, |
1 3) .qvr | I 8) Res(C,, Cq)=r=Cq |
| 4) r I 1 9) Res(Cq, C,) =0 I
| 9) pvt | L e e e e e e e o [
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El método de resolucion de Robinson

Regla de resolucion. Dadas dos clausulas, la aplicacion de la regla permite determinar el
resolvente de un par de clausulas.

LvCl —L v C2

I Clv C2 I

Teorema. La regla de resolucion preserva la satisfacibilidad. Es decir, si una valuacion
satisface un conjunto de clausulas, también satisface cualquier resolvente de un par de
ellas.

El resolvente de dos clausulas es consecuencia logica de ellas. Es decir {C;,C,} = R(C,,
C,)

Deducciéon por resolucion. Dadas dos clausulas, la aplicacion de la regla permite
determinar el resolvente de un par de clausulas.

Idea general del método de resoluciéon: Plantear un método de obtencion de nuevas
clausulas deducidas del conjunto original, de forma que si llega a deducirse un literal y
su negacion puede concluirse que el conjunto original es insatisfacible.

U Esta basado en el lema de la contradiccion: Una formula F es insatisfacible sii a
partir de ella se puede deducir una contradiccion (T[F] + P A —P)




Q
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El método de resolucion de Robinson

La contradiccion se obtiene cuando se deducen dos clausulas (literales aislados) L y —L.
La aplicacion de la regla sobre Ly —L genera [, llamada clausula vacia

L —L

\/
O

Si por la aplicacion del método de resolucién deducimos [, entonces el conjunto
inicial de clausulas es insatisfacible.

Por tanto, el método general de insatisfacibilidad se puede reducir a la busqueda de

O a partir del conjunto de clausulas, en lugar de tener que generar conjuntos de
instancias basicas.



El método de resolucion de Robinson

Método: Dado un conjunto C de clausulas:

1) Generar el conjunto R de todos los resolventes que pueden obtenerse
aplicando la regla de resolucion entre clausulas del conjunto C de todas las

formas posibles
2) Si O esta incluida en R entonces terminar = C es insatisfacible

3) Si R ¢ C significa que ya se han generado todos los resolventes posibles,
entonces terminar = C es satisfacible

4) Hacer C = C U Ry repetir desde 1)

0 jProlog se basa en este método!
O Un sistema de pruebas completo con una sola regla
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El método de resolucion de Robinson

O El método de resolucion es correcto

O Si por la aplicacidon sucesiva de la regla de resolucién deducimos [, entonces el
conjunto inicial de clausulas es insatisfacible.

O El método de resolucion es completo

O Si el conjunto inicial es insatisfacible, entonces podemos asegurar que con la
aplicacion sucesiva de la regla de resolucion llegaremos a deducir la clausula vacia.

O Fy E son equivalentes.

O Se podria definir un nuevo sistema de deduccion basado en la regla de
resolucion. Este sistema tendria una unica regla y por tanto seria mucho mas
simple que otros sistemas de deduccion formales que utilizan mas reglas de
deduccion (ej. deduccion natural)
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El método de resolucion de Robinson

° C={C1:_'ps CZ: Pvq, C3: pv—'q}

resuelve C, con C,: q
resuelve C, con Cj: —q
resuelve C,con C;:pvp

e R= {C4: q, C5: —q, CG: PV p}

e En R no esta 0O, por tanto redefinimos C = C U R y buscamos nuevos resolventes:

resuelve C, con C,: NO resuelve C, con C,: NO
resuelve C, con C5: NO resuelve C, con Cy: p
resuelve C, con Cg: p resuelve C, con C4: NO
resuelve C; con C,: p resuelve C, con C5: O
resuelve C; con C5: NO resuelve C, con C4: NO

resuelve C; con C4: NO

resuelve C; con 16: NO
e R={C,: p, O}

e Rincluye a OO0 =» C es insatisfacible
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Busqueda de una refutacion

A En la practica, la aplicacion de sucesivos pasos de resolucion se puede representar en
forma de arbol (arbol de resolucion):
U arbol binario invertido (cada dos nodos tienen un ‘hijo’ comun)
U cada nodo representa una instancia basica
U el nodo hijo de otros dos nodos es el resolvente de las instancias correspondientes
O En el arbol de resolucion solo se representan los pasos relevantes para llegar a O
Conjunto de instancias basicas: {-p,p vq, p v —q}
—P P vq pv—q —P pvq
pv— q q
/ - /
—p p Puede deducirse por
resolucion la clausula vacia, O
por lo que el conjunto de Para un mismo conjunto de
clausulas es insatisfacible clausulas puede haber méas de
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un arbol de resolucion.



Dos errores tipicos

Conjunto de instancias basicas: {—p, p v q, p v —q}
—p pva

¢,Puedo volver a utilizar la clausula de —p? Claro, no afecta a la
demostracién como la iteracion no afectaba en Deduccién natural.
No hay que olvidar que hay una conjuncién implicita.

O
Conjunto de instancias basicas: { p v —q, — p v q}

p v —q —pvq “...porque parece correcto”. Pero no lo es. El resolventeesp v —p
0 g v —d... pero no la clausula vacia. Si dudas, puedes usar (en
sucio) tablas de verdad, arboles de verdad, o basqueda de
contramodelo.

| Mas consejos:

| « No tienes que usar todas las clausulas, lo importante es llegar a la clausula vacia (si es posible).

I + Se permite el pequefio atajo de asumir que A v =L y A v L, de A en lugar de A  A. También aplicar idempotencia: A v A v B equivalea A v B
: » Busca literales sueltos en las resolventes como primer paso.

:_ « El arbol de resolucion suele (pero no necesariamente) empezar por las clausulas de la conclusion.
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Procedimiento de Saturacion

La busqueda de una refutacidén se puede realizar de modo arbitrario, sin embargo, es
necesaria una sistematizacion para esta busqueda. EI modo mas simple
(conceptualmente hablando) de sistematizar la busqueda de una refutacion o bien la
de asegurar que no existe, se basa en la generacion sucesiva de todas las posibles
resolventes a partir del conjunto de partida.

O Procedimiento de saturacidon: Sea C un conjunto de clausulas
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1) SeaS,=Cyn=0

2) Sil € S, = C es insatisfacible

3) Construir S, = {resolventes de C1yC2/C1 e (Spu ...uS,),C2 € S}

4) SiS ;=05 cSyu ... uS, > C es satisfacible
)

5) Hacer n = n+1y repetir desde 2)
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1) PvQ

3) P\/ﬁQ

4) —|P Vv —|Q

5 Q

- 6) P

7) QV—|Q
8) P\/—|P

9) Q \V4 —|Q
10) Pv —P
11) —P

12) —-Q
13) PvQ

- 14 PvQ

15) Pv Q
16) PvQ
17) Q

18) P

19) Q

20) =P v Q
21) =P v Q

del)y2)
del)y 3)
del)y4)
del)y4)
de 2)y 3)
de 2)y 3)
de 2)y 4)
de 3)y 4)

del)y7)
de 1)y 8)
del)y9)
de 1) y 10)
de 1) y 11)
de 1)y 12)
de 2)y 6)
de 2)y 7)
de 2)y 8)

22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)

—|P\/Q

—|P\/Q
P

P

Pv-Q
Pv-Q
Pv-Q
Pv-Q
—-Q

de 2)y 9)
de 2) y 10)
de 2) y 12)
de 3)y 5)
de 3)y 7)
de 3)y 8)
de 3)y 9)
de 3)y 10)
de 3)y 11)

31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)

Procedimiento de Saturacion

P

—P v —-Q
—P v —-Q
—P v —-Q
—P v —-Q

de 4)y 5)
de 4)y 6)
de4)y7)
de 4)y 8)
de 4)y 9)
de 4)y 10)
de 5)y 7)
de 5)y 9)
de 5)y 12)

Se generan muchas clausulas redundantes e irrelevantes:

m 7),8),9)y 10) son tautologias

B Su interaccion con otras genera mas clausulas
redundantes

m P Q,—Py—Qsegeneran repetidas veces

En realidad bastaria con generar las cldusulas 5), 12) y 39)
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Estrategias

La aplicacion de la regla de resolucion en los sistemas de demostracion
automatica de teoremas tiene variantes.

La aplicacion del procedimiento de saturacion, sin limitaciones, genera
normalmente muchas clausulas irrelevantes y redundantes.

Es necesario aplicar criterios selectivos de forma sistematica que
simplifiquen el proceso y lo hagan computacionalmente eficiente.

Se usaran dos tipos de criterios:

o Estrategias de simplificaciéon: con el objetivo de reducir el numero
de clausulas en el conjunto

o Estrategias de refinamiento: con el objetivo de limitar la generacion
de clausulas



Estrategias de simplificacion

1)Eliminacién de clausulas idénticas

Es posible deducir por resolucion O a partir de un conjunto de clausulas C sii es posible
deducir por resolucion O a partir de C tras eliminar clausulas idénticas (obvio)

Conclusioén: si se genera una clausula que ya esta en la demostracién, no se incluye
nuevamente

2) Eliminacion de clausulas tautologicas

Es posible deducir por resoluciéon O a partir de un conjunto de clausulas C sii es posible
deducir por resolucion O a partir de C tras eliminar las clausulas tautoldgicas

Una clausula tautoldgica es verdad para cualquier interpretacion, por lo que si la borramos
de un conjunto de clausulas insatisfacible, el conjunto seguira siendo insatisfacible.

Nota: p v —p v q es una clausula tautoldgica
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Estrategias de Refinamiento (las veremos en LPO)

0 Correccion: [0 se deduce solo si el conjunto de clausulas S es insatisfacible
(O — S insatisfacible)
0 Completitud: Si el conjunto de clausulas S es insatisfacible entonces O se

puede deducir (S insatisfacible — )
Correcta | Completa
Lineal Si Si
Input Si No, en el caso general
Dirigida Si Si, si el conjunto soporte es
satisfacible
Ordenada Si No
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Ejercicios

O Demostrar, mediante resolucion, que la siguiente deduccion T[A1, A2] |—C es
correcta:
Ai:p—>SAT
A::pAQ

C:qAr

0 Demostrar, mediante resolucion, la insatisfacibilidad del siguiente conjunto de
clausulas:
Ci:pvqvVvr
C..7pvqgVvs
Cs:t
Ca: P
Cs:rvt
Cs: 1tV q
C::tv s
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Ejercicios

d Comprobar por el Método de resolucion la validez de T[A;,A,,A;] |—C,
siendo:

Aiip—q

Ay (CrApASs)
As:(Ctvr)A(Tsv i)
C:7(q—t)

O Estudiar, utilizando el método de resolucion, si T[A,A,] |— B, siendo:
Aip—q(

Ayq—or
B:p—or
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Resolucidn, ejercicio de examen (repesca, enero 2016)

Ejercicio 4. Demostrar por resolucion que la siguiente estructura deductiva es correcta:

T[pe (=qAT1), r—q, =(sA=p)] |- =s (2,5 puntos)
CL: =pV g R1: p C5, C6
gg; ;F\’/V " ; R2: —q R1, C1
o R3: —r R2, C4
C4:-rvq !
C5: =s VvV p R4: =p R3, C2
Cé: s R5: O R1, R4

Etiqueta bien el ejercicio (clausulas y resolventes) y justifica bien tus respuestas.

En el examen, no es necesario etiquetar las equivalencias que se van usando, ejemplo: —(A A B) «<» —A v =B. ...pero
ayuda a detectar fallos.

Qa

Q

O Suele ser una buena estrategia empezar por la conclusidon (negada) en primer lugar.

O No olvides la conclusion: si llegas a O, clausulas insatisfacibles/la deduccidn es correcta
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Formalizacion

n u n u

-F “no F”, “no es cierto que F”, “no es verdad que F”, “no es el caso que F”,

n u

“nunca F”, “jamas F”

FAG “Fy G”, “F, pero G”, “F, sin embargo G”, “F, aunque G”, “F, ademas de G”, “A
pesar de F, G”

FVG “FoG”, “Fy/o G”, “F o bien G”, “F a no ser que G”, “F a menos que G”, “F
excepto G”

n «u

F>G “si F entonces G”, “si F, G”, “ cuando F, G”, “G si F”, “G siempre que F”, “F sélo

n «u

si G” “solo F si G”, “no F a menos que G”, “F es (condicidn) suficiente para G”,

”n «u n u

“G es (condicidn) necesaria para F”, “F s6lo y Unicamente si G”, “G es la causa
de F”, “la causa de F es G”

F& G “F siy sélo si G”, “F es necesario y suficiente para G”, “F equivale a G”, “F s6lo
y siempre que G”

| O “Si” marca el antecedente de la implicacién: SiFG=F > G

| O “Sélo si” marca el consecuente de la implicacion: SélosiFF G=G > F

i O “A menos” / “Excepto” / “A no ser que” pueden formalizarse como -, pero la solucidn con V suele ser menos
| propensa a errores.
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Consecuencia logica

_______________________________________________________________________________________________________________________________

Argumento correcto:

* Un argumento con premisas {A,,...,A,} y conclusién B es correcto sii [A,,...,A,] EB

* Para decidirlo se pueden hacer dos analisis:
1) Ver si todas las interpretaciones que satisfacen {A,,...,A,} también satisfacen B, o bien

2) Ver que no existe ninguna interpretacion que satisfaga {A,,...,A,} y no satisfaga B

* Elcaso 1): requiere examinar todas las interpretaciones posibles y ver si se cumple la
condicién. En caso positivo, el argumento es correcto.

* El caso 2): podemos centrarnos en definir una interpretacion i tal que i({A,,...,A }) =V
y i(B) = F. Si existe, esa interpretacion es un contramodelo del argumento y por tanto
el argumento no es correcto.

* Ejemplos simples: p E p, {p,q} E p, {p,a} E (p V a), p ¥ -p, {p,a} ¥ -p.
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Semantica

1. i(-A) = Vsii i(A) = F; i(~A) = F sii i(A) = V
2. i(AAB)=Vsiii(A) =V yi(B) = V: i(A AB) =Fsiii(A) = F 0i(B) = F
3. i(A VB) = Vsiii(A) =V 0i(B) = V; i(A VB) =Fsiii(A) = F y i(B) = F
4. i(A>B) = Vsiii(A) = F 0i(B) = V; i(A >B) = Fsiii(A) =V yi(B) = F
5. i(A B)=Vsiii(A) =i(B)=Vo i(A) =i(B)=F; i(A €>B) = F sii (i(A) =V y i(B)=F) o
(i(A) =Fy i(B)=V)
| NOTAS |

|

|

Qs concluyes que no hay consecuencia Idgica (¥) no olvides dar el
l contramodelo: i(p)=F, i(q)=V... iencontrar este contramodelo es la
| mitad del problema!

' O Puedes usar llaves para los “o bien” y corchetes para los “y ademds”
i que sean complejos. Lo importante es entender que significan para
|

decidir si E o ¥ (y que quede claro en el examen que lo entiendes).
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Consecuencia logica: Ejemplo Il

Analizar si se cumple la relacion de consecuencia logica:
{pAg,-(p>r)}EqA(p>r)

A Tratamos de definir un contramodelo del argumento:
1. i(p A q) = Vsii
i(p) =V yademais i(q) =V
2. i(~(p>r))=Vsiii(p>r)=F
i(p) =V yademas i(r)=F
3. (g A (p = r)) =Fsii
i(q) =F (pero entoncesi(p A q) =F, por lo que no puede ser)
o bien
i(p = r) = F sii

i(p) =V v i(r) =F (compatible con lo requerido por las dos premisas)

0 Sies posible definir un contramodelo del argumento: i(p) =
i(q) =V, i(r) = F, por tanto el argumento no es correcto: no
hay relacion de consecuencia légica
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Semantica, ejercicio de examen

————— e —

El orden importa, empieza por lo facil.
I 'Y deja claro cuando has encontrado
Comprueba si hay consecuencia logica : una interpretacion final en tu
Il busqueda de contramodelo.

{gar—-p,"(cr—sat,pe(trag)lEs—
tenta cerrar opciones segun

avanzas (“cerrar ramas”) y justificalo

: en base a las interpretaciones finales

Pl:gar—-p
P2:2(nr—sat)
P3:=p<(-raq)
Cs—p

i(P1)=i(qar—n-p)=V se cumple porquei(gar)=Fyi(-p)=V

Justifica la respuesta con el contramodelo o la :
explicacion de por qué no se ha encontrado :
(también si se usa arboles). |

iNo hay consecuencia logica!, lo demuestra el siguiente contramodelo:
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Deduccion Natural

I/\ EA Iv EV
A Av B
o ANAB ANAB A A A—sC
B—C
ANB A B Av B BvA
C
L, E, R E,
A (supuesto A—B
(supuesto) A=B A <> B A< B
B A B—> A
B—o>A
A—B B A< B A8 -
Derivadas
E.. 0 T[A A-A] I B Ex Contradictione Quodlibet
o T[A->B,B—-> C]F A - CTransitividad
A (SU puesto) o T[A - B, -B] - -A Modus Tollens
o T[AV B, -A] - BCorte
BA—B A—->BA—B ——A a0 T[AVB,-B] F A Corte
o T[AVB,-AVC]FBVCCorte
—A —A A o . .
0 +regla deiteracidon + teorema del intercambio (y
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equivalencias)



Equivalencias logicas

o —ASA doble negacion

o ANASA idempotencia con la conjuncion
o AVASA idempotencia con la disyuncion
o AABSBAA conmutatividad de la conjuncion
a AVBSBVA conmutatividad de la disyuncion
o ASSBESBSA conmutatividad de la doble implicacion
o AABAC)S (AAB)AC asociatividad de la conjuncion

o AVBVC)&e (AvB)VC asociatividad de la disyuncion

a A>B&S-AVB la implicacién como disyuncién

a A>B&S-B—>-A contraposicion

o ~(AVB)e -AA-B ley de De Morgan

o ~(AAB)&e -AV-B ley de De Morgan

o AABVC)e (AAB)V(AAC) distributividad de la conjuncion respecto a la disyuncion
o AV(BAC)e (AVB)A(AVC) distributividad de la disyuncidn respecto a la conjuncion
o A< B (A—>B)A(B—>A) definicion de la doble implicacion en funcion de la implicacion

|
O Se pueden aplicar en los dos sentidos. !
O Ejemplo de uso en DN: “Intercambio 3, -(A AB) & -A V -B”. !
|
|

” o

O No es vélido: “equivalencia”, “de Morgan”, “=(p A q) & -p V -q)”, no incluir el nimero...
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Sobre el uso de supuestos

1 Un supuesto es una formula temporal afiadida a la demostracién.
[ no se deduce de lo anterior,
U pero sirve para demostrar OTRA formula cuando se cancela.

1 Se deben abrir con una estrategia, teniendo en cuenta qué se quiere conseguir
con él.

 Siempre se deben cancelar, ya sea con |, o con I

 Por lo tanto, supongo A si:
O bien, busco A —B (cierro el supuesto al encontrar B, regla |, )

O bien, busco —A (cierro al encontrar una contradiccion cualquiera B A —B,
reglal.)

NUNCA supongo A si busco A (o cualquier otra cosa que no sea A —>B o0 —A)
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Estrategia general problemas DN

identifica la conectiva principal y el tipo de formula de la
conclusion y opera segun lo siguiente:
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JSi es A — B, supdn Ay usa |_, cuando encuentres B.
JSi es AA B, prueba A, prueba B, yusal,
dSi es A v B, prueba A o B (el mas facil), y usa |,
O La dltima estrategia, suponer —(A v B) puede ser util.
JSies A <> B, pruebaA—B,B— A, yaplical,_,
Si es —A, supdn A, encuentra una contradiccion, y usa I_

Si es A, intenta encontrar una solucion trivial con los elementos previos
de la deduccidn (la I, puede ser util). Si no lo consigues, supén —A,
encuentra una contradiccién, y usa |

Si todo falla, supon la conclusion negada en blogque, encuentra una
contradiccion, y usa I

Si la demostracion no tiene premisas, es necesario empezar con un
supuesto, ya sea de A para demostrar - A — B o bien de —A para
demostrar FA

A guide to Natural Deduction proofs




Deduccion natural, ejercicio de examen

Demuestra con deduccion natural:

1Lp—>(qv~r)
2.or=-t

3. -l(p—:ﬂs) —=f

4.p
5. 7q
b.qv-r
7.or
B.or—n-t
————————————————— |
iDeja claro cuando |
empieza y termina un ' 9.7t
supuesto!, tabulaciones, |
llaves, etcétera. : 10.-
11. p—=-5s
12.-s
13. - q—=>"s

14.p—(~q—="s)

180 de 184

premisa
premisa
premisa
supuesto
supuesto
4y 1elim—
5, 6 corte
2elim. <
7,8 elim —
MT 3,9

elim =,

4,11, elim —:-:

T[p—)[qv—q‘) , r <>t ’—1[p—>—|5)—>t ] |— p—)[ﬁq—)—us]

éA qué conclusion queremos llegar?

¢éY si no sale —s por ningun sitio?
Intentaria suponer su negacion, s,
y llegar a una contradiccidn. ¢Y si tampoco? Probaria suponer

-(-g— -s), yllegar a una contradiccién. ¢Y si tampoco?, etc
etc.

iLas reglas se aplican a rajatabla!, aqui no vale poner
directamentep —» -s

Hacer una simplificacion no explicita penalizaria en el
ejercicio. Una deduccion se puede complicar mucho en base
a esto, ejemplo,

~(-pA-q)F(pVa)

La premisa con intercambio y equivalencia de la ley de
Morgan daria:

-=p V --q (no p V q directamente)

En este ejemplo, no puedo aplicar E-... pero si podria aplicar
intercambio con la equivalencia: -——-A & A.

5,12 introd . o
| IMPORTANTE: Siempre que uses una equivalencia pon:

4,13 introd

| . .
1intercambio, n? donde se aplica, formula con
|

metavariables. Omitir algo de esto penalizaria {Ejemplo:
Intercambio 3,7 (AAB) & -AV -B



Formas Normales

Procedimiento para hallar FNC(A) y FND(A). Se utilizaran los siguientes teoremas de
equivalencia:

* Interdefinicién (Eliminar bicondicionales vy condicionales usando Ia
equivalencia):
[—(A —B) <> (—A vB)
[—(A <>B) <> (A > B) A(B—>A)

* Leyes de De Morgan (interiorizar negaciones usando equivalencias):
/—_I(A A B) « —A v B
/—_I(A \/B) « —A AN —B
[—— A <A

e Distribucion de vy A:
[—AA(BVvC)<«>(AAB) v(AAC)
[—A Vv(BAC) <> (A vB)A(A vC)

= — — —— — — — — — — — — — — — — — —— — —— —  —  —  — — —  — — — —  —  —  — ——

' O Recuerda que: A, B, C no son literales. Ejemplo, pasa a clausal: (— p A q) v (p A —q ), se puede considerar cualquiera de !
| las formulas conectadas por la disyuncion como “A” y aplicar distributiva: Av (p A —q ) !
' Q También que la distributiva (como cualquier equivalencia) va en los dos sentidos: (= p A ) v (t A = p), permite “sacar |
i —p”ydejar—pa(tv q) !
. O Pasar a forma clausular se simplifica mucho si renombras “trozos” de formulas con A,B,C. :
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El método de resolucion de Robinson

., —pvqvr
Regla de resolucion PV

LVCI _lLVCZ

~. —qvqvr

Clv C2
O:pv—pvr

\Meéetodo: Dado un conjunto C de clausulas:

1) Generar el conjunto R de todos los resolventes que pueden obtenerse aplicando la
regla de resolucion entre clausulas del conjunto C de todas las formas posibles

2) Si O estdincluida en R entonces terminar =» C es insatisfacible

3) Si R < C significa que ya se han generado todos los resolventes posibles, entonces
terminar =» C es satisfacible

4) Hacer C=CURYy repetir desde 1)
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Dos errores tipicos y consejos

Conjunto de instancias badsicas: {—p, p v q, p v —q}

—p /p v
—q g

¢Puedo volver a utilizar la clausula de —p? Claro, no afecta a la
demostracion como la iteracion no afectaba en Deduccion natural. No hay
que olvidar que hay una conjuncion implicita.

p v

“(AAB) & -AV-B

O

Conjunto de instancias bdsicas: {p v —q, —p v q}
“..porque parece correcto”. Pero no lo es. El resolventeesp v—poq v
—~pvq —q... pero no la clausula vacia. Si dudas, puedes usar (en sucio) tablas de
pv— verdad, drboles de verdad, o busqueda de contramodelo.

No tienes que usar todas las clausulas, lo importante es llegar a la clausula vacia (si es posible).

a

O Se permite el pequefio atajo de asumir que Av —Ly A v L, de A en lugar de A v A. También aplicar idempotencia en general: Av A v B
equivaleaAv B
a
a

Busca (y anota en sucio) las clausulas de un solo literal (o de un literal menos) que puedes obtener.
El 4rbol de resolucién suele (pero no necesariamente) empezar por las clausulas de la conclusién.



Resolucion, ejercicio de examen (repesca, enero 2016)

Ejercicio 4. Demostrar por resolucion que la siguiente estructura deductiva es correcta:

T[pe (=qAT1), r—q, =(sA=p)] |- =s (2,5 puntos)
CL: =pV g R1: p C5, C6
gg; ;F\’/V . R2: =q R1, C1
o R3: —r R2, C4
C4: -rvq !
C5: =s VvV p R4: =p R3, C2
Cé6: s R5: O R1, R4

U Etiqueta bien el ejercicio (clausulas y resolventes) y justifica bien tus respuestas. :
O Enelexamen, no es necesario etiquetar las equivalencias que se van usando, ejemplo: —(A A B) «<» —A v —B. ...pero ayuda a detectar :

fallos. :
U Suele ser una buena estrategia empezar por la conclusién (negada) en primer lugar. [
O No olvides la conclusion: si llegas a [, clausulas insatisfacibles/la deduccion es correcta :
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